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Abstract 

In the current study, a novel method for deriving the governing equations of the skeletal system of the 

human body has been presented. In this method, a novel approach for incorporating the kinematic 

characteristics of biological joints and also the effects of complex kinematic chains of the skeletal 

system has been proposed. The suggested method while utilizing the calculus of matrix-valued 

functions, derives the governing equations of the skeletal system in the form of ordinary differential 

equations. Moreover, since the formulations were presented in a recursive fashion, this paper suggests 

a computationally efficient algorithm to derive the differential equations of motion for the skeletal 

system. In order to examine the validity of the proposed formulations, a benchmark mechanism with 

three closed-loop kinematic constraints were considered. We compared the results obtained from our 

formulations with the outcomes presented in other studies and validated the proposed formulations. 

Besides, in order to investigate the application of the suggested method in simulation of the skeletal 

system of the human body, dynamical modeling of the shoulder rhythm was taken into consideration. 

Two models were employed for describing the shoulder rhythm: Original model and simplified model. 

The discrepancies observed between the outcomes of these two models delineate the necessity of using 

the original data for the shoulder rhythm. While the limitations of the available formulations have 

compelled the researchers to employ the simplified model for the shoulder rhythm, with the method 

we propose in this study this problem is obviated. 

 

Key words: skeletal system, mathematical modeling, shoulder rhythm  

 

Iranian Journal of Biomedical Engineering  
9 (2015) 191-203, www.ijbme.org 
DOI: 10.22041/ijbme.2016.19419 

© Copyright 2016 ISBME, http://www.ijbme.org

http://www.ijbme.org/
http://dx.doi.org/10.22041/ijbme.2016.19419
www.ijbme.org


 

 نویسنده مسئول*

 66356-7659 کد پستی:ايران،  ، دانشکده مهندسی پزشکی، دانشگاه صنعتی اميرکبير، تهران،آناليز حرکت، گروه بيومکانيک آزمايشگاه نشانی:

 +79(46)52624356 :تلفن

  +79(46) 55259695: دورنگار

  rostami@aut.ac.irرونیکی: پست الکت
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 چکیده

است. در اين روش، شده ارائهآوردن معادلات حاکم بر سيستم اسکلتی بدن انسان  دستبهحاضر، روشی نوين برای  یدر مطالعه

سينماتيکی سيستم اسکلتی  یهای پيچيدهزيستی و همچنين اثر زنجيره های سينماتيکی مفاصلويژگی کردن واردرويکردی نوين برای 

معادلات حاکم بر  ،توابع ماتريسی يفرانسيلحساب داست. روش پيشنهادی در اين مقاله با استفاده از شده ارائهدر معادلات حرکت 

بازگشتی  صورتبهمعادلات حاصل که  ازآنجان، اي بر کند. علاوهمعادلات ديفرانسيل معمولی تحصيل می صورتبهسيستم اسکلتی را 

 ، رويکردی کارا از نظر محاسباتیسيستم اسکلتی بدن انسان ست آوردن معادلات ديفرانسيل حرکتدبه، اين روش برای اندشدهارائه

سينماتيکی بسته  یاستاندارد شامل سه حلقه یدر اين مقاله، مکانيزم يشنهادشدهپبررسی صحت روابط  منظوربهکند. پيشنهاد می

در ساير  شدهارائهبا نتايج  ،روش پيشنهادی استفاده از قرار گرفت. نتايج حاصل از حل ديناميک مستقيم اين مکانيزم با موردتوجه

سازی بررسی کاربرد روش پيشنهادی در شبيه منظوربه، علاوهبهسنجی شد. و روش پيشنهادی صحتشدند مراجع معتبر مقايسه 

برای توصيف رياضی  تم شانه در دستور کار قرار گرفت.ای در حضور ريديناميکی کمربند شانه یسازمدللتی بدن انسان، سيستم اسک

ضرورت استفاده از بر سازی اين دو مدل شده. تفاوت ميان نتايج شبيهمدل اصلی و مدل ساده :شانه از دو مدل رياضی استفاده شدريتم 

های مندی محققان به استفاده از دادهعلت علاقه که ازآنجاکرد. می يدتأکريتم شانه  یسازمدلی های آزمايشگاهی اصلی براداده

، با استفاده از روش شودمیسيستم اسکلتی  یسازمدلجود برای وهای ممحدوديت در فرمول ناشی از ريتم شانه  یشدهساده

 گردد.پيشنهادی در اين مقاله اين مشکل مرتفع می

 ریتم شانه، ریاضی یسازمدل، سیستم اسکلتی :اههواژکلید
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 مقدمه -1
ای از مجموعه صورتبهتوان سيستم اسکلتی بدن انسان را می

 یاعضاکه در آن  ،نظر گرفتدر هم به متصلاجسام صلب 

ها( از طريق مفاصل زيستی به اين سيستم )يعنی استخوان

نماتيکی را سي یهای پيچيدهاند و زنجيرهيکديگر متصل شده

مفاصل زيستی با استفاده از مفاصل  یسازمدلکنند. ايجاد می

مکانيکی )مانند مفصل لولا برای زانو، مفصل  آليدها

و  (لگنبرای آرنج و مفصل گوی و کاسه برای  6يونيورسال

های سينماتيکی پيچيده از زنجيره نظر کردنصرفهمچنين 

رياضی ساده و  هایبه روشای( )مانند ريتم کمربند شانه

 منجرسيستم اسکلتی بدن انسان  یسازمدلراست برای سر

 سؤالها همواره با صحت نتايج حاصل از اين مدل ؛ اماشودمی

 رو است.و ترديد روبه

های سينماتيکی مفاصل زيستی با استفاده از ويژگی

، لغزش برای مثالاست.  استخراجقابلهای آزمايشگاهی روش

 2و انتهای ديستال 3نیاستخوان درشت 4زيمالميان انتهای پروک

خم  یزاويه برحسب 5ران-نیدرشتدر مفصل  6استخوان ران

. [3-6] استشده يفتوصو راست شدن زانو به شکل رياضی 

 9ران-يری و موقعيت مفصل کشککگتاين، جه بر علاوه

. [2] شوندزانو بيان می یتوابعی هموار از زاويه صورتبه

موفق  های آزمايشگاهیبا استفاده از روش محققان ،همچنين 

 صورتبهاند حرکت مرکز آنی دوران در مفصل آرنج را هشد

است شده دادهنشان نيز . تحقيقات گذشته [6] کمی بيان کنند

آزادی در  یمفصل قوزک دارای يک درجه یکه مجموعه

 .[9, 5] راستای يک مسير مشخص است

های آزمايشگاهی همچنين برای شناسايی روابط روش

سينماتيکی  یکه يک زنجيره ،سينماتيکی ميان اعضايی از بدن

 عنوانبه. اندقرارگرفته استفاده مورددهند، پيچيده را تشکيل می

های ترقوه و کتف گيری فضايی استخوان، وابستگی جهتمثال

 یو زاويه 9الويشن یصفحه)يافته تعميم یبه دو مختصه
                                                           
1 Universal joint 
2 Proximal 
3 Tibia 
4 Distal 
5 Femur 
6 Tibiofemoral 
7 Pattellofemoral 
8 Plane of elevation 

ای شناخته ، که تحت عنوان ريتم کمربند شانه(7الويشن

اين . [66-9] استشدهشود، در مطالعات گذشته بحث می

 یو نيز حلقه 61نوهيومرالگل دوراناز ناشی  وابستگی،

. [61] شودمیسينه، ترقوه و کتف قفسهسينماتيکی بسته ميان 

ميان ستون  یشدهجفتای، حرکت بر ريتم کمربند شانه علاوه

تحت عنوان که ) 66سهمی یفقرات و استخوان لگن در صفحه

 موردآزمايشگاهی  صورتبه( شودلگن شناخته می-ريتم کمر

توان به وابستگی در همين راستا، می. استقرارگرفته مطالعه

خم و راست  یزاويهنيز و  63تنهبه دوران  64دوران ساکرال

 .[64]نمود کردن زانو اشاره 

های رياضی از سيستم اسکلتی بدن ايجاد مدل منظوربه

واقعی اين سيستم نزديک باشند،  حالت يا شرايط انسان که به 

در معادلات  ذکرشدهاطلاعات آزمايشگاهی درنظر گرفتن 

-می، حاکم بر اين سيستم امری ضروری است. در اين راستا

مطالعات پيشين را  به سه گروه تقسيم کرد. در گروه توان 

قرار  توجه مورداستاتيکی -اول، تنها شرايط استاتيکی و يا شبه

 کردن واردبا  [4] ، ياماگوچی و زيجکبرای مثالگيرد. می

و  ران-نیدرشتاطلاعات آزمايشگاهی مربوط به مفاصل 

در مدل رياضی مفصل زانو، بازوی گشتاور  ران-کشکک

 بر های عضلات چهارسررانی را تخمين زدند. علاوهماهيچه

 توسط کارلسون و پيترسون شدهانجامتوان به پژوهش اين، می

های سينماتيکی هها با استفاده از داداشاره کرد. آن [63]

برای ريتم  [9]و همکارانش در  توسط هوگفورس شدهارائه

شانه، مدلی رياضی برای تخمين نيروهای عضلانی در مفصل 

 يکی ارائه کردند.های استاتشانه در موقعيت
کننده سادهفتن فرضيات رگ نظردردر گروه دوم، محققان با 

. يافتندمعادلات ديفرانسيل حرکت سيستم اسکلتی دست به 

اشاره کرد. در اين  [62] اندرسون و پندی یتوان به مطالعهمی

يک  لولايی ساده بايک مفصل  صورتبهپژوهش، مفصل زانو 

های موجود در و از لغزش شده گرفتهنظر درآزادی  یدرجه

 یطورکلبه ران-کشککو نيز مفصل  ران-نیدرشتمفصل 

                                                           
9 Elevation Angle 
10 Glenohumeral 
11 Sagittal plane 
12 Sacral 
13 Torso 
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هولزبار و همکاران  یمطالعهتوان به میاست. شده نظرصرف

-3دل م يک آنکه در ، نيز اشاره نموددر اين گروه  [66]

است. در اين شده ارائهانسان  بالاتنهعضلانی از -بعدی اسکلتی

اطلاعات  ،ایريتم کمربند شانه یسازمدل منظوربهمقاله، 

برای اين  [61] گروت و برندتوسط دی شدهارائهآزمايشگاهی 

 قرار مورداستفاده شدهساده صورتبهسينماتيکی  یيرهزنج

نيز اشاره شد،  اين از يشپکه  طورهماناست. گرفته

های ترقوه و کتف تابعی از دو گيری فضايی استخوانجهت

هولزبار  یکه در مطالعهحالی  . درهستنديافته تعميم یمختصه

 6ار سيمافزهای موجود در نرم، به دليل محدوديتو همکاران

 یگيری اين دو استخوان به صفحهوابستگی ميان جهت [65]

ها تنها به صورت گيریشد و اين جهتگرفتهالويشن ناديده 

ثالی ديگر از م عنوانبهالويشن لحاظ گرديد.  یتابعی از زاويه

است که  گيرند، لازممطالعاتی که در اين گروه جای می

گذرانده شود. اين  ازنظر [69]چادويک و همکاران  یمطالعه

داشت و برای اندام فوقانی اختصاص  یسازمدلمطالعه نيز به 

ای، ريتم کمربند شانه یسازمدلرهايی از مشکلات ناشی از 

 ثابت فرض نمودند.محققان استخوان کتف را 

در گروه سوم، مشاهدات آزمايشگاهی به شکل قيود 

ای از معادلات مجموعه يتدرنهاجبری لحاظ شده و 

-درجبری برای توصيف رياضی سيستم اسکلتی -ديفرانسيلی

، دوماس [69] ود. مطالعات موسنت و همکارانشنظر گفته می

 یسازمدلبرای  [41] رو و همکارانو ريبِي [67] و همکاران

و  [44] ، کوانتال و همکاران[46] اندام تحتانی، گارنر و پندی

، اندام فوقانی یسازمدلبرای  [65] ساپيو و همکاراندی

. اگرچه با استفاده از هايی از مطالعات اين گروه هستندنمونه

توان مشاهدات آزمايشگاهی را در توصيف اين روش می

حل عددی معادلات اما ، درنظر گرفترياضی سيستم اسکلتی 

ای همراه است. جبری حاصل با مشکلات عديده-ديفرانسيلی

و  برآورده شوندسازی معادلات جبری بايد در طول زمان شبيه

 به دليل، سازی بيشتر از زمان شبيهبا گذشت هر چه بيشتر 

انتشار و تجمع خطای عددی تخطی از قيود به مشکلی بسيار 

. به همين دليل برای رفع اين [43] شودبزرگ تبديل می

کننده برای حل عددی اين معادلات  های پايدارمشکل، روش

                                                           
1 SIMM (MusculoGraphics, Evanston, IL, USA) 

 اجراقابلاگرچه اين موضوع . [46, 42] استشده يشنهادپ

کننده  يافتن ضرايب مناسب برای معادلات پايداراما است، 

اين، اين  بر . علاوه[43] امری دشوار و بسيار اساسی است

اگر  خصوصبهروش به لحاظ محاسباتی بسيار پرهزينه است؛ 

يک موضوع سازی ديناميک مطلوب تعقيب مسير و يا بهينه

 .[45] عضلانی باشد-اسکلتی مسئله

سيستم اسکلتی بدن انسان  یبا توجه به ساختار ويژه

و  های سينماتيکی پيچيده(ود زنجيره)مفاصل زيستی و وج

 ی، واضح است که ارائهمطالعات موجودفتن رگ نظردر

 یکننده های نوين برای استخراج معادلات توصيفروش

 یحيطهفعال در سيستم اسکلتی بدن انسان برای متخصصان 

 ی امری مفيد و ضروری است. شناسحرکت

محاسباتی کارآمد از نظر در اين مطالعه، روشی نوين و 

سيستم اسکلتی بدن  یکننده برای استخراج معادلات توصيف

های ويژگی شود. در اين روش، خواص وانسان ارائه می

های سينماتيکی سينماتيکی مفاصل زيستی و نيز زنجيره

آوردن معادلات حرکت دخيل دست بهبدن انسان در  یپيچيده

 درقبل،  بنددر گروه سوم  ذکرشدهمطالعات  برخلافهستند. 

معادلات حرکت سيستم در اين مطالعه  شدهارائه روش

معادلات ديفرانسيل معمولی حاصل  صورتبهاسکلتی تنها 

در رابطه با معادلات  ذکرشده، مشکلات يجهدرنتشوند. می

کاربرد اين روش  د.نشوجبری ايجاد نمی-ديفرانسيلی

سازی سيستم اسکلتی بدن انسان با پيشنهادی در مدل

سازی ريتم حرکتی مفصل شانه در اين مقاله مورد نظر مدل

 قرار دارد.   

دست آوردن معادلات حرکت به منظوربهدر اين تحقيق، 

شود. تعاريف از حساب ديفرانسيل توابع ماتريسی استفاده می

توسط  اين از يشپوضوع، و خواص مربوط به اين م

اری گذبنيان [49]ای ديگر نويسندگان اين مقاله در مطالعه

حاضر  یلهاما با توجه به ميزان وابستگی مطالب مقا؛ استشده

به بررسی اين موضوع  اجمال بهبه اين خواص، در پيوست 

 4اين مقاله، ابتدا در بخش  یاست. در ادامهشده پرداخته

در و در ادامه  شوند.گذاری میهای رياضی اساسی بنيانفرمول

صحت  ،استاندارد یمسئلههمين بخش با استفاده از يک 

قرار  یبررس موردها و روابط پيشنهادی در اين مقاله را فرمول
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کاربرد روابط حاصل را در  ،4دهيم و در انتهای بخش می

در بخش سوم نيز  دهيم.ای نشان میکمربند شانه یسازمدل

 و بررسی نتايج در دستور کار قرار دارد. بحث ،ارائه
 

 هامواد و روش -2

جسم  bn متشکل از یبررس مورد، سيستم لعهمطادر اين 

اين اجسام توسط مفاصل تک  شود؛فرض میصلب متحرک 

آزادی )لولايی و لغزشی( به يکديگر و همچنين به  یدرجه

گيری دستگاه اينرسی( مفصل محل قرار عنوانبهزمين )

ک متغير ، هر يک از مفاصل دارای ييگرد عبارتبهاند. شده

,1,2 برای if که با ،مفصلی است , ji n  نمايش داده

تعداد مفاصل موجود در سيستم  یکنندهبيان jnشوند. می

است. به دليل وجود قيود سينماتيکی، حداقل تعداد مختصات 

وضعيت  ص کردنمشخبرای  يازموردن یيافته تعميم

شود، از تعداد نمايش داده می qn سينماتيکی سيستم، که با

 متغيرهای مفصلی کمتر است. فرض کنيد

 1 2 q

T

nq q qq  ی مختصات تعميمکليهشامل 

؛ با فرض آنکه باشد مسئلهبرای توصيف  يازموردن یيافته

توان میهولونوميک هستند،  مسئلهی قيود حاکم بر کليه

توابعی هموار از بردار  صورتبهمتغيرهای مفصلی را  

 صورتبهيافته مختصات تعميم i if f q برای 

1,2, , ji n  بيان کرد. برای يک مفصل نمونه مانندi بردار ،

گراديان و ماتريس هشين متغيرهای مفصلی نسبت به بردار 

نمايش  iH و if صورت به يبترتبهيافته ختصات تعميمم

شوند. اين توابع مفصلی با استفاده از نتايج و داده می

شوند و مشاهدات آزمايشگاهی از سيستم اسکلتی حاصل می

 ها ميسريافتن بردار گرديان و ماتريس هشين نظير آن يجهدرنت

ه گذاری اجسام موجود در سيستم با توجشماره یاست. نحوه

است. بنابراين پذيرفتهصورت  [49]در  ذکرشدهبه قراردادهای 

 یشود و به هريک از اعضاشناخته می "0" یزمين با شماره

,1,2}یمتحرک سيستم از مجموعه , }bn،  مطابق با قواعد

 یيک شناسه ،[49] توسط فدرستون شدهيفتوصگذاری نام

 یعدد شناسه دست آوردنبه منظوربهگيرد. تعلق می عددی

شود. استفاده می pr(.) از عملگر مربوط به والد يک جسم

عدد  ،عملگری است که با استفاده از آن Anc(.) همچنين

در  .شودی اجداد يک جسم متحرک تحصيل میکليه یشناسه

 گذاریيانبناين بخش، ابتدا روابط سينماتيکی اساسی  یادامه

با استفاده از اصل کار مجازی معادلات سپس و  دنشویم

 شوند.ديفرانسيل حرکت تحصيل می
 

 سینماتیک -1-2

يک از اجسام  به هر گردراستمتعامد  يک دستگاه مختصات

هر دستگاه مختصات محلی نسبت به  .شودتخصيص داده می

با استفاده از دو بردار يکه  ،خود دستگاه مختصات عضو والد

. شودتعريف میو دو پارامتر نظير با هر يک از اين بردارها 

نسبت به دستگاه والد خود، با  ام iموقعيت دستگاه مختصات 

 یاندازه بهانتقال يک 
id یدر راستای بردار يکه 

idV  حاصل

 یاندازه بهدوران گيری اين دستگاه نيز با يک شود. جهتمی

i یدر جهت بردار يکه 
i

V مفصل  اگرآيد. می دستبه

متغير  iام و والد آن از نوع لولايی باشد،  iميان جسم 

يک ثابت است. اين در حالی است که اگر  idمفصلی است و 

عکس اين موضوع اين مفصل از نوع لغزشی باشد، آنگاه 

 ام iگيری دستگاه مختصات موقعيت و جهت. برقرار است

 2×2يک ماتريس انتقال همگن  با استفاده از نسبت به والد آن

)که با )

4

Pr i

i Aزير تعريف  صورتبهشود، ه مینمايش داد

 گردد:می

(6) 
( )

( )
4

3 1 1

i

pr i
i i dpr i

i T

d



 
 
 
 

A V
A

0
 

 

) در اين رابطه )pr i
i A  ماتريس دوران دو دستگاه نظير است و

 شود:زير تعيين می یبا استفاده از رابطه

(4)  
2

( ) 2
3 sin 2 sin

2i i

pr i i
i i 


  A I V V 

 

در اين رابطه 
i

V  ماتريس پادمتقارن نظير با بردار
i

V  .است

برای تعيين ماتريس تبديل يک دستگاه مختصات محلی مانند 

i:نسبت به دستگاه مختصات اينرسی نيز داريم ، 
 

(3) 0 ( )
4 4

( ) { }

pr j
i j

j Anc i i 

 A A 
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قرار  ام iکه بر روی جسم  pدلخواه مانند  یموقعيت يک نقطه

0بت به دستگاه مختصات اينرسی )يعنی نس ،دارد i

pr ) عبارت

 از: است

(2) 0 0

4

i i

p i pr A r 

iکه در آن 

pr ینقطه موقعيت p  نسبت به دستگاه مختصات

( نسبت به زمان 2) یاز رابطه يریگمشتقبا محلی است. 

 خواهيم داشت:

(6) 
0

0 4i ii

p p

d

dt


A
v r 

0 ازآنجاکه

4i A  بردار مختصات  برحسبيک تابع ماتريسی

مشتق آن نسبت به زمان از  یيافته است، برای محاسبهتعميم

توابع ماتريسی )پيوست را  يفرانسيلحساب د 2خاصيت 

 کنيم:ببينيد( استفاده می

(5)  
0

4

4

T

i id

dt

 
  

 

A B
I q

q
 

اختصار در علائم  منظوربه ،ين رابطهدر ا 0

4

T

i iB A 

( 6) ی( در معادله5) یگذاری رابطهاست. با جایشدهفرض 

 ضربحاصلبرای  6مخلوط -ويژگی ضرب يریکارگبهو 

 کرونکر خواهيم داشت:

 (9)  0 i T i

p i p v D r q 

i ،که در آن

i





B
D

q
، 2گفتن خاصيت  نظردربا  .است 

، p یای مشابه را برای تغيير شکل مجازی نقطهتوان رابطهمی

0يعنی  i

p r ،داريم: يگرد عبارت بهدست آورد. به 

 (9)  0 i T i

p i p n  r D r I q 

آوردن اين رابطه از ويژگی  دستبهلازم به ذکر است که در 

 ايم.کرونکر نيز استفاده کرده ضربحاصلمخلوط -ضرب

خواهيم  نسبت به زمان (9) یاز دو سمت رابطه يریگمشتقبا 

 داشت:

 (7)  0

T

i ii

p p

d

dt

  
      

B
a r q

q
 

 سازی سمت راست اين معادله خواهيم داشت:با ساده

 (61)      0 [2]Ti i T i

p i p i p
   a D r q D r q 

                                                           
1 Mixed-product property 

 که در آن:

 (66) 
2

2

i

i


 



B
D

q
 

 و

 (64) [2]  q q q 

-برای به( مشخص است، 61( و )9که در روابط ) طورهمان

دلخواه از سيستم،  یدست آوردن سرعت و شتاب يک نقطه

لازم است که مشتق جزئی اول و مشتق جزئی دوم ماتريس 

iB يافته محاسبه شود. برای نسبت به بردار مختصات تعميم

 کنيم.منظور روابط بازگشتی را استخراج میاين 

0کهبه اين با توجه ( ) 0
4 4 ( ) 4
T pr i T T

i i i pr i B A A A  و با استفاده

 [49] در اين از يشپدر پيوست،  4و خاصيت  6از خاصيت 

 ايم:نشان داده

 (63) 
 

 

0
4 4

( )( )
4

ˆ

q

T Ti
i i i

pr ipr i T
i n

f


 


 
     

B
A A

q

B
A I

q

 

4که در آن 
ˆ T

i A  ماتريس مفصلiاين مفصل اگر است.  ام

 داريم: ،لولايی باشد

 (62) 3 1

4

3 1

ˆ

0

i

i T

 



 
 
 
 

V 0
A

0
 

 و برای يک مفصل لغزشی خواهيم داشت:

(66) 3 3 ( )

4

3 1 0

i

i
pr i d

i T





 
 
 
 

0 A V
A

0
 

( نسبت به بردار 63) یدو سمت رابطه از يریگمشتقبا 

iای بازگشتی برای توان به رابطهيافته، میمختصات تعميم
D 

 6و  3. برای اين منظور لازم است که از خاصيت يافتدست

واضح است که نيم. استفاده کماتريسی در پيوست  يریگمشتق

مفصل، ماتريس هشين در اين رابطه علاوه بر بردار گراديان 

 کند.را ايفا میمهمی ، نيز نقش iHآن، يعنی 

  

 دینامیک -2-2

 ای به جرمذره
idm دلخواه یرا واقع در نقطه p   جسم ازi ام 

کار مجازی متناظر با نيروی توان میی سادگبهگيريم. نظر میدر

از اين  يریگانتگرالمحاسبه کرد. با اين ذره برای اينرسی را 
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زير را  یتوان رابطهکار مجازی بر روی کل جسم صلب، می

، يعنی امiبرای کار مجازی متناظر با نيروی اينرسی جسم 
*

iW ،آورد: دستبه 

 (65)  * 0 0

i

T
i i

i p p i
R

W trace dm 
 

     a r 

ی عملگر اثر يک ماتريس دهنده نمايش trace[.]که در آن 

، ابتدا بپردازيماين انتگرال  یآنکه به محاسبه از يشپاست. 

( و 9) لازم است به اين نکته توجه کنيم که با توجه به روابط

 داريم: (61)

 (69) 
    

    

st

nd

0 0

1  part

[2]

2  part

T
i i T i i T T

p p i p p i

T i i T T

i p p i

 



  

  

a r D r q r q D

D r q r q D

 

 مخلوط داريم:-با استفاده از ويژگی ضرب

  

(69

) 

     

     

st

nd

0 0

1  part

[2]

2  part

T
i i T i i T T

p p i p p i

T i i T T

i p p i

 



  
 

  
 

a r D r r q q D

D r r q q D

 

روش ( را به 65) یتوان رابطه(، می69) یبا توجه به رابطه

 زير بازنويسی کرد:

 (67) 
* st

nd

1  part

2  part

i

i

i i
R

i
R

W trace dm

trace dm

   
 

 
 




 

انتگرال بخش اول آغاز  یمحاسبهرا با  سازیعمليات ساده

اثر  عملگرهای انتگرال وخطی بودن کنيم. با توجه به می

 توان گفت:می ،ماتريس

 (41) 
 

st

st

1  part

1  part

i

i

i
R

i
R

trace dm

trace dm

 
 

 
  

 




 

مشخص است که تنها بخشی که  ،(69با توجه به عبارت )

iلازم است انتگرال آن محاسبه شود، عبارت  i T

p pr r  .است

 2×2 انتگرال اين عبارت نسبت به متغير جرم يک ماتريس

که حاوی اطلاعات مربوط به توزيع جرم جسم  ،متقارن است

iل شود. شکناميده می ييريافتهتغتانسور اينرسی است و  ام

است. با توجه به شده ذکر [47]بسته و صريح اين تانسور در 

 اين نکته، خواهيم داشت:

 (46)    st1  part
i

T T
i i i i

R
dm   

  D J q q D 

 ام Iمتناظر با جسم  یيافته تانسور اينرسی تغيير iJکه در آن 

( و اين نکته که 46) یاست. با توجه به معادله
T T q q qq، :داريم 

 (44) 
  

st1  part
i

i
R

T T
i i i

trace dm

trace 

  
 

 
  



D J qq D

 

( 44) ی، سمت راست معادله(.)vecحال با استفاده از عملگر 

 کنيم:را به شکل زير بازنويسی می

 (43) 
 

       4vec vec

T T
i i i

T T
i i i

trace 



  
   

  

D J q q D

D I J qq D

 

پذيری مخلوط و شرکت-کارگيری ويژگی ضرببا به

 به( را 43) یکرونکر، سمت راست رابطه ضربحاصل

 کنيم:زير ساده می صورت

 

(42

) 

       4vec vec
T T

i i i i i  D I J qq D ξ ζ

 

 که

(46)     4vec
T

i i i   ξ D I J q 
 و

(45)    16 vecT
i i ζ I q D 

را  q و q جدا کردنروش در ادامه با انجام عمليات لازم، 

 دهيم.نشان می( 45( و )46های )از ساير متغيرهای عبارت

 داريم: iξبرای 

 (49)    4 4 vecT
i i

   
 

ζ I I q D 

 :بنابراين

(49)  4vec T
i i

  
 

ζ I q D 

 داريم: يگرد عبارتبه

(47)  4vec T
i i

  
 

ζ I q D 

 

© Copyright 2016 ISBME, http://www.ijbme.org

www.ijbme.org


 679                                          ی رياضی سيستم اسکلتی بدن انسانسازمدلروشی نوين برای احسانی، 

 

 است: يانبقابلزير  صورتبهاين عبارت  يجهدرنت

(31)    4 4vecT T
i i  ζ D I I q 

حال با اثر دادن عملگر  vec ضرب کرونکر بر روی حاصل .

يافته، خواهيم بردار شتاب تعميم یماتريس همانی و ترانهاده

 داشت:

(36)   4 4 ,4 1q

T
i i n  ζ D I I U C q 

 که

(34)  1 4vec
qn C I I 

4(، 36) یدر رابطه  4

,4
q q

q

n n

n


U  يک ماتريس جايگشت

 مراجعه شود. [31]است. برای تعريف اين ماتريس به 

مشابه است. در اين مورد  کاملاً iζسازی برای همراحل ساد

 شود:زير حاصل می ینتيجه

(33)   1 ,4 4q

T T T
i i n i  ξ q C J U D I 

( 42) ی( در معادله33( و )34گذاری روابط )با جای يتدرنها

به نتيجه بسيار مهم زير دست  ،هاسازیساده ایپارهو انجام 

 يابيم:می

(32) st1  part
i

T
i i

R
trace dm   

  q M q 

 که

(36

) 
   1 ,4 4 4 ,4 1q q

T T T
i i n i i n   M C J U D D I I U C

 

در ماتريس جرم کل سيستم را  امiسهم جسم بالا عبارت 

-میاين موضوع به توضيح بهتر دهد. در ادامه نمايش می

 .پردازيم

( در اساس 67ی )انتگرال بخش دوم رابطه یمحاسبه

با انجام  ،اين انتگرالکاملاً مشابه بخش اول است. در رابطه با 

 رسيم:زير می یعملياتی مشابه به نتيجه

(35) nd2  part
i

T
i i

R
trace dm   

  q N q 

بردار حاوی اثرات کوريوليس و جانب مرکز  iNدر آن که 

 امiکار مجازی نيروی اينرسی برای جسم  ،يجهدرنتاست. 

 آيد:دست میبهزير  صورتبه

 (39)  * T
i i iW   q M q N q 

نيروهای خارجی وارد بر سيستم متشکل از نيروی وزن و 

تاندون است. کار مجازی نيروی -نيروهای مجموعه ماهيچه

mg، يعنی وزن
iW،  برای جسمiاز: عبارت است ام 

 (39)  q

mg T i
i i cm n iW m  q r I D g 

بيانگر بردار شتاب گرانش نسبت به دستگاه  gکه در آن 

 دهد.را نشان می امiجرم جسم  im مختصات اينرسی است و

mt، يعنی نيروهای عضلانیبا کار مجازی در رابطه 
iW،  نيز

 داريم:

 (37) mt T
i mtW  q RF 

ماتريس بازوی گشتاور نظير نيروهای عضلانی  R که در آن

، حاضر یتوسط نويسندگان مقاله [49]، در اين از يشپ است.

بنابراين  .گرديد استخراجبسته برای اين ماتريس شکل يک 

، بالادر فرمول گيرد. قرار نمی یبررس مورداين موضوع مجدداً 

mtF ینيروهای ماهيچه یکليه شامل نيز برداری است که 

 .شودمیتاندون حاضر در سيستم 

زير حاصل  قرار به امiر مجازی جسم کل کا يتدرنها

 شود:می

 (21) * mg mt
i i i iW W W W      

 ،مجازی اصل کار يریکارگبهنظر گرفتن کل سيستم و دربا  

 آيد:می دستبهزير صورت  بهمعادلات ديفرانسيل سيستم 

(26)        , mt  M q q N q q q G q R q F 

 که در آن داريم:

(24)  
1

bn

i

i

M q M 

(23)  
1

bn

i

i

N q N 

(22)  
1

bn

i

i

G q G
 

 

 سنجی روابطصحت -3-2

قبل، بخش در  شدهاستخراجبررسی صحت روابط  منظوربه

در شکل  شدهارائهآزادی  یبسته با تک درجه یمکانيزم حلقه

قرار گرفت. حل اين مکانيزم در حالت ديناميک  موردنظر 6

 یاستاندارد برای مقايسه یمسئلهيک  عنوانبه ،قيممست
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دست آوردن معادلات حرکت حاکم بههای مختلف در روش

در ميان متخصصان اين زمينه  اجسام صلب بر يک سيستم

اتيکی و ساختاری مکانيزم از اطلاعات سينمتمامی رواج دارد. 

 3نتايج حل عددی اين مکانيزم در بخش . اقتباس گرديد [36]

 است.شده ارائه

     

 ایانهدینامیکی کمربند ش یسازمدل -4-2
قدامی و خلفی(، استخوان  یدر نواحسينه )قفسهاتصال ميان 

سينماتيکی پيچيده را  یترقوه و استخوان کتف يک زنجيره

شود. ای شناخته میکمربند شانه تحت عنوانکه  ،کندايجاد می

استخوانی اين  یاعضاميان  اند کهمطالعات متعددی نشان داده

دارد. با درنظر گفتن  وجود یحرکتی مشخص آهنگ ،مکانيزم

يافته برای معرفی سينماتيک تعميم ی، دو مختصهآهنگاين 

) اول یيافته تعميم یاست. مختصه شده يشنهادپاين مکانيزم 

1q)دوم یيافته تعميم یالويشن، و مختصه ی، يعنی صفحه (

2q،) به تصوير کشيده  4يشن، در شکل الو یيعنی زاويه

شود، اند. در مدلی که در اينجا برای اين مکانيزم ارائه میشده

 تعميم ی، يک مختصهيافتهيمتعم یعلاوه بر اين دو مختصه

محوری  دورانبرای لحاظ کردن نيز ( 3q) سوم یيافته

 ايم.استخوان بازو در نظر گفته
 

 
سنجی مکانيزم استاندارد برای صحتشماتيک  تصوير -(1)شکل

رای يک . اين مکانيزم تنها داحاضر یمقاله در شدهدادهروش توسعه 

با خط افق  OFعضو  یزاويهکه در اينجا  ،آزادی است یدرجه

طول است. شده يفتعر يازن مورديافته تعميم یمختصه عنوانبه

مان اينرسی، ثابت و طول گيری مرکز جرم، م، محل قراراتصالات

 یمسئلهمنطبق بر  ،فنر و محل قرارگيری مفاصل با زمين یاوليه

 .اندشده انتخاب [36]استاندارد در 

 شدهارائهبرای مدل رياضی ريتم شانه از دو مدل  ،در اين مقاله

مدل »مدل اول، که به نام . کنيمدر مقالات پيشين استفاده می

 شدهارائهاست، بر مبنای مدل رگرسيونی شدهگذاری نام «اصلی

مدل »مدل دوم، که به نام  .است [61] ندگروت و برتوسط دی

 شود، از پژوهش هولزبار و همکارانخوانده می «شدهساده

موجود در  هایيتمحدودبه دليل . استشده اقتباسبه  [66]

نتايج آزمايشگاهی  ش، هولزبار و همکاران[65] افزار سيمنرم

گروت و برند را ساده کرده و در اين توسط دی شدهارائه

ای مبادرت رياضی کمربند شانه یسازمدلافزار به نرم

يک افزار سيم قادر است که هر مفصل را تنها به نرم. ورزيدند

افزار ، در اين نرميجهدرنت. يافته وابسته کندتعميم یمختصه

های ترقوه و کتف را به گيری فضايی استخوانتوان جهتنمی

در  بنابراين. ردوابسته ک موردنظر یيافته تعميم یدو مختصه

گيری فضايی اين دو استخوان تنها جهت ،شدهمدل ساده

 .اندحاظ شدهی الويشن لاز زاويه توابعی صورتبه

 

 
 عنوانبهالويشن  یالويشن و زاويه یتعريف صفحه -(2شکل )

 یيافته برای مکانيزم شانه. در اين شکل صفحهمختصات تعميم

است. در هر يک  شده يمترسدرجه  71و  1 یالويشن در دو زاويه

است. لازم به شده مشخصالويشن نظير  یاز اين دو حالت، زاويه

ها در حالت صفر استخوان بازو، باقی استخوان جزبه ذکر است که

 .اندشده يمترسبودن اين دو مختصه 
 

 يازن موردحاضر برای هر دو مدل، محورهای  یدر مقاله

و  نداستخراج شد [34]( از Vو  dV مفاصل )يعنی

پارامترهای آنتروپومتريک )جرم اعضا، محل قرارگيری مرکز 

 .اتخاذ گرديد [44] جرم و تانسور اينرسی اعضا( از
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گيريم. نظر میدرای دو حالت برای حرکت کمربند شانه

است، يک مسير شده دادهنمايش  3که در شکل  طورهمان

-بهاست. شده گرفتهنظر درالويشن  یمطلوب برای صفحه

برای دوران محوری بازو درجه  -31يک مقدار ثابت ، علاوه

درجه را  61است. در حالت اول، يک مقدار ثابت شدهفرض 

کنيم. در حالت دوم نيز، مقدار الويشن فرض می یبرای زاويه

گيريم. نظر میدردرجه  71با را برابر  يافتهيمتعم یاين مختصه

اين مسيرهای مطلوب را با بتواند آنکه مکانيزم شانه  برای

کمينه خطای ممکن تعقيب کند، از الگوريتم کنترل گشتاور 

در بخش  آمده دستبه. با استفاده از روابط [33] استفاده شد

انجام بهبرای  يازموردنو اين روش کنترلی، گشتاور  4-4

اين حرکات در هر يک از دو مدل )مدل اصلی و مدل رسيدن 

شده( محاسبه شد. نتايج اين محاسبات در بخش بعد ساده

 است.شده ارائه

 

 
الويشن در هر دو حالت  یمسير مطلوب برای صفحه -(3) شکل

 ایبرای حرکت کمربند شانه شدهنظر گرفتهدر

 

 و بحث هایافته -3
های از روشی نوين، ويژگیبا استفاده حاضر  یدر مطالعه

 یهای پيچيدههمچنين اثر زنجيرهسينماتيکی مفاصل زيستی و 

دست آوردن معادلات بهدر  سينماتيکی سيستم اسکلتی

روش ديفرانسيل حرکت سيستم اسکلتی بدن انسان ارائه شد. 

اين مقاله، معادلات حاکم بر سيستم اسکلتی را  در پيشنهادی

 کند. علاوهيل معمولی تحصيل میمعادلات ديفرانس صورتبه

بازگشتی  صورتبهمعادلات حاصل  ازآنجااين،  بر

کارآمد از نظر محاسباتی ، اين روش رويکردی اندشدهارائه

دست آوردن معادلات ديفرانسيل حرکتی سيستم بهبرای 

 کند.اسکلتی بدن انسان پيشنهاد می

، يک  3-4در بخش  شدهارائههای برای بررسی صحت فرمول

حل استاندارد در ديناميک مجموعه اجسام صلب  یمسئله

های . نتايج حاصل از حل عددی اين مکانيزم در شکلشودمی

 [36]است. اين نتايج با آنچه در شدهبه تصوير کشيده  6و  2

ج . خطای جذر متوسط مربع نتايند، مقايسه شدگرديد ارائه

-برای مختصه،  در اين مرجعشده موارد ارائهحاضر با  یمقاله

و  610 با ترتيب برابريافته بهيافته و سرعت تعميمی تعميم
410 نددست آمدبه. 
 

 
در طول  (6)يافته مکانيزم شکل تعميم ینمودار مختصه -(4شکل )

 سازی ديناميک مستقيمثانيه شبيهميلی 6
 

 
 6در طول  (6)يافته مکانيزم شکل تعميم سرعتنمودار  -(5)شکل 

 سازی ديناميک مستقيمه شبيهثانيميلی

 

کاربرد روش پيشنهادی در اين مقاله در به  ،2-4در بخش 

. شدپرداختهای بدن انسان مکانيزم کمربند شانه یسازمدل

يافته مربوط به تعميم یگشتاور متناظر با هر يک از دو مختصه

برای  شدهگرفتهريتم شانه در هر يک از دو حالت در نظر 
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دو مدل مورد ارزيابی )مدل اصلی و مدل  حرکت، برای هر

 است.شده دادهنمايش  (9) و (5)های شده( در شکلساده
 

 
الويشن برای هر دو حالت  یصفحه گشتاور متناظر با -(6)شکل 

 شدهر گرفتن مدل اصلی و مدل سادهنظدر باحرکت 
 

شکل 

 الويشن برای هر دو حالت حرکت یگشتاور متناظر با زاويه -(7)

 شدهر گرفتن مدل اصلی و مدل سادهنظدر با

 

آنکه تفاوت نتايج حاصل از دو مدل اصلی و  منظوربه

خطای جذر متوسط  (6)، در جدول محسوس نباشدشده ساده

ميان نتايج  (r) و ضريب همبستگی (NRMSE) نرمالمربع 

 است.شده دادهنمايش 

های اشاره شد، داده 2-4که در بخش  طورهمان

حرکت شانه از نتايج تحقيقات آهنگ شگاهی مربوط به آزماي

 البتهاست. آمده دستبه [61]گروت و برند آزمايشگاهی دی

گيری گروت و برند تنها روابط ميان جهتدر اين مطالعه، دی

 یالويشن و زاويه یبا صفحهرا کتف  های ترقوه واستخوان

گونه يچه ليکندست آوردند وبهبه شکل تجربی  الويشن

ای اميکی کمربند شانهی رياضی برای بررسی دينسازمدل

سعی  [66]. در ادامه، هولزبار و همکارانش انجام داده نشد

کردند تا با استفاده از اين نتايج آزمايشگاهی، مدلی ديناميکی 

افزار اين مدل از نرم ید. برای ارائهای ارائه کنناز کمربند شانه

های موجود در اين ؛ اما به دليل محدوديتاستفاده شدسيم 

 شدهارائهسازی نتايج آزمايشگاهی افزار،  مجبور به سادهنرم

در اينجا، توجه قابلگروت و برند شدند. نکته توسط دی

های مدل ديناميکی سازی بر روی خروجیبررسی اثر اين ساده

ای است؛ که اين موضوع توسط هولزبار و بند شانهکمر

 قرار نگرفت موردتوجههمکارانش 

 

و ضريب  (NRMSE)شده نرمال RMSخطای  -(1جدول )

الويشن  یالويشن و زاويه یهمبستگی ميان گشتاور متناظر با صفحه

شده. اين دو کميت برای نتايج حاصل از مدل اصلی و مدل ساده

در اين  شدهنظر گرفتهدرو حرکت مطلوب اين دو مدل در هر د

 است.شده گزارش( 4و حالت  6مطالعه )حالت 
 

 NRMSE r 

 4حالت  6حالت  4حالت  6حالت  

 یگشتاور صفحه

 0.9991 0.9985 0.1328 0.5488 الويشن

 یگشتاور زاويه

 0.6246 0.4712 0.2184 0.3357 الويشن

 

افزار در نرمذکرشده ت ، محدودي در اين مقالهشده ارائهروش 

برای کمربند  شدهارائه، در مدل اصلی بنابراينسيم را ندارد. 

توسط  شدهارائهاطلاعات آزمايشگاهی کامل از ای شانه

بررسی فرض  منظوربه. استاستفاده شدهگروت و برند دی

هولزبار و همکارانش، مدل آزمايشگاهی  یکنندهساده

شده، در ، تحت عنوان مدل سادهنيز هاآنتوسط  شدهاستفاده

 شدهارائهقرار گرفت. با توجه به نتايج  یبررس مورداين مقاله 

در است که  واضح (،6)و جدول  (9)و  (5)های در شکل

،  الويشن یی الويشن بر زاويهاثر صفحهصورت غالب بودن 

گيرد و شده از نتايج مدل اصلی فاصله مینتايج مدل ساده

در کار هولزبار و  شدهانجامسازی ساده اعتبار يجهدرنت

 شود.رو میهمکاران با خدشه روبه

نشان  [65] ساپيو و همکاراندی یکه در مطالعه طورهمان

آزمايشگاهی ريتم روابط  کردن وارداست، امکان شده داده

قيد جبری در کنار معادلات حاکم بر سيستم  صورتبهشانه 
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 یهدف اصلی اين مقاله ارائه ؛ امااسکلتی نيز وجود دارد

 صورتبهمعادلات حرکت را  يتدرنهاروشی بود که 

از مشکلات ناشی از معادلات  يجهدرنتديفرانسيلی ارائه کند و 

 جبری پرهيز کنيم.-ديفرانسيلی

  

 گیرییجهتن -4
آوردن معادلات  دستبهمقاله روشی نوين برای در اين 

به دليل  حرکت سيستم اسکلتی بدن انسان ارائه شد. اين روش

کارآمد محاسباتی ، بسيار  از نظر، الگوريتم بازگشتی خود

 یهای سينماتيکی پيچيدهقادر است ويژگی همچنين،است. 

های روش برخلاف. بيان کندسيستم اسکلتی را در معادلات 

ديناميکی مقيد که  هایسيستم یسازمدلمرسوم برای 

جبری ارائه -معادلات حاکم بر سيستم را به شکل ديفرانسيلی

دهند، روش حاضر سيستم اسکلتی را با استفاده از می

 کند.معادلات ديفرانسيل معمولی مدل می

 یسازمدلدر اين مقاله، کاربرد روش پيشنهادی در 

توان اين روش می شد. ارائهای کمربند شانه یچيدهساختار پي

و از  کار بردبهزانو  یمفصل پيچيده یسازمدلرا برای 

 اين مفصل اجتناب کرد. یسازمدلهای نابجا برای سازیساده
 

 یوستپ -5
mماتريس دلخواه  nA های را با استفاده از ماتريس

m(مقدماتی  n
ik
E( توان به شکل زير توصيف کرد:می 

 (6پ ) 
1 1

m n
m n

ik ik

i k

A 

 

A E 

 Aماتريس  امkو ستون  امiسطر  یدرايه ikA آن که در

 است.

را  rqنسبت به بردار دلخواه  Aمشتق جزئی ماتريس 

 کنيم:زير تعريف می صورتبه

 (4پ )
1 1

m n
m n ik
ik

i k

A

 


 

 


A

q q
E 

شود، خواص اساسی اين تعريف را آنچه در ادامه مطرح می

اين خواص توسط  [27] در اين از يشپکند. مشخص می

 ذکر و در اينجا تنها به گرديد اثباتنويسندگان اين مقاله 

 کنيم.صورت خواص بسنده می

n: برای ماتريس دلخواه 6خاصيت  tB 

  
 r

  
  

  

AB A B
B A I

q q q
 

 a: برای تابع اسکالر 4خاصيت 

  a a
a

  
  

  

A A
A

q q q
 

sبرای ماتريس دلخواه : 3خاصيت  pC 

  
 ,m s r

    
     

   

A C A C
I U C A

q q q
 

 :2خاصيت 

  
T

T

nd d
 

    

A
A I q

q
 

dتوان میتبصره: با استفاده از اين خاصيت 

dt

A  وA  را نيز

 مشابه تعيين کرد. کاملاًبا روابطی 
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