
Iranian Journal of Biomedical Engineering 8 (2014) 69- 86 

 

٭
Corresponding author 

Address: Faculty of Electrical Engineering, K. N. Toosi University of Technology, Seyedkhandan Bridge, Tehran, Iran. P.O.Box:16315-135., Postal Code:14317-14191, 

I.R. Iran 

Tel: +98 21 84062404 

Fax: +98 21 88462066 

E-mail: jafari@eetd.kntu.ac.ir 

96 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A Combined Wavelet Based Mesh Free-Finite Element Method for Solving the 

Forward Problem in Magnetic Induction Tomography 
 

M. R. Yousefi
 1
, R. Jafari

 2*
, H. Abrishami Moghaddam

3 

 
1 
Ph.D. Student, Faculty of Electrical Engineering, K. N. Toosi University of Technology, Tehran, Iran, mr.yousefi@ieee.org  

 2* 
Assistant Professor, Faculty of Electrical Engineering, K. N. Toosi University of Technology, Tehran, Iran. 

3 
Professor, Faculty of Electrical Engineering, K. N. Toosi University of Technology, Tehran, Iran, moghadam@eetd.kntu.ac.ir 

 

_______________________________________________________________________________________ 

Abstract 

In this paper, a combined wavelet based mesh free method has been presented to solve the 

forward problem in magnetic induction tomography (MIT). Being a non-contact safe imaging 

technique, MIT has been an appropriate method for noninvasive industrial and medical 

imaging. In this imaging method, a primary magnetic field is applied by one or more 

excitation coils to induce eddy currents in the material to be studied, and then the secondary 

magnetic field from these eddy currents is detected in sensing coils. Image reconstruction is 

obtained from estimated electric conductivity coefficients by using measurement data and 

solutions of forward and inverse problems. In general, the forward problem is solved using 

finite element method (FEM) with acceptable accuracy but in problems involving moving 

objects or objects with changing geometrical appearance, mesh distortion is inevitable and 

susceptible to producing error in numerical results. Since the solution of the FEM depends on 

the mesh shape and boundary condition constraints are difficult to be applied to the mesh free 

method, in this paper, the combined wavelet based mesh free approach is suggested to resolve 

the disadvantages of both methods in the MIT forward problem. In order to apply interface 

conditions between the two finite element and mesh free sub-domains, slope jump functions 

are entered to the set of basis functions. The simulation results obtained by the proposed 

method are compared with the FEM in terms of accuracy and computational cost. 
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 چىيذُ

ًگاري الماي هغٌاطيعي ارائِ  پيؽرٍ همطع هعألِتذٍى هػ هثتٌي تر هَجه تِ هٌظَر حل  -الِ رٍغ اجساي هحذٍد مه ييدر ا

ترداري پسؼىي ٍ صٌعتي  رٍؼي هٌاظة تراي تصَير آى را تِتصَيرترداري،  فيؼذُ اظت. طثيعت تذٍى تواض ٍ ايوي ايي 

پيچ تحريه، هيذاى هغٌاطيعي  هتٌاٍب از يه يا چٌذ ظين يرياًرٍغ اتتذا تا عثَر ج ييغيرتْاجوي تثذيل وردُ اظت. در ا

 ييؼًَذ. تصَير تا تخو گيري هي ّاي گيرًذُ اًذازُ پيچ ظپط ٍلتاشّاي المايي در ظين ؛تحريه درٍى جعن هَرد ًظر ايجاد ؼذُ

تازظازي هعىَض  هعألٍِ حل پيؽرٍ  هعألِگيري، ًتايج حل  ضراية ّذايت الىتريىي جعن تا اظتفادُ از ًتايج حاصل از اًذازُ

اها ٍاتعتگي جَاب حاصل تِ هػ هَرد  ؛ؼَد اجساي هحذٍد اًجام هي  رٍغ تاپيؽرٍ تِ طَر هعوَل  هعألِظازي  . ؼثيِؼَد هي

. در ايي ؼَد هحعَب هيرٍغ اجساي هحذٍد  تراي يهحذٍديتؼاهل اجعام هتحرن تاؼذ، اظتفادُ، تَيصُ ٍلتي وِ ًاحيِ ّذف 

تر ؼرايط هرزي در رٍغ  تر ٍ ظريع تٌذي در رٍغ اجساي هحذٍد ٍ اعوال دليك ر رفع هؽىل ٍاتعتگي تِ هػتحميك، تِ هٌظَ

ًگاري الماي هغٌاطيعي  پيؽرٍ همطع هعألِتذٍى هػ هثتٌي تر هَجه تراي حل  -تذٍى هػ، رٍغ ترويثي اجساي هحذٍد 

تَاتع پرغ ؼية تِ  ،تذٍى هػ ٍ ًاحيِ اجساي هحذٍد ٍ. ّوچٌيي تراي اعوال ؼرايط پيَظتگي حذ فاصل تيي دؼَد يپيؽٌْاد ه

ظازي تا ًتايج تذظت آهذُ از رٍغ اجساي هحذٍد هعوَل  . تراي ارزياتي وارايي رٍغ پيؽٌْادي، ًتايج ؼثيِاًذ ؼذُوار گرفتِ 

 .اًذ همايعِ ؼذُاز لحاظ دلت ٍ زهاى هحاظثات 

 

ة پيؽرٍ، تمري هعألِتذٍى هػ،  -ترداري الماي هغٌاطيعي، رٍغ ترويثي اجساي هحذٍد  ًگاري الماي هغٌاطيعي، تصَير همطعوليذٍاشگاى: 

هَجه.
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 همذهِ    -1
 تلا٤ٛشثشداس٢  سٚؽ 1اِىتش٤ىا٣ أپاذا٘غ   ٍ٘ابس٢  ٔمٌْ

 اص اػاتفبدٜ  ثب جؼٓ دسٖٚ أپذا٘ؼ٣ تٛص٤ْ اص غ٥شتٟبج٣ٕ

ب٢ ٞا  ٥ٌاش٢  ا٘جبْ ا٘اذاصٜ  ِ٘ش، وشدٖ ٘بح٥ٝ ٔٛسد داس ا٘شط٢

 وابس٥ٌش٢  تل٤ٛش ثب ثٝ ٚ ثبصػبص٢ ػٌح٣ اص ٘مبى ٔتفبٚت

ٍ٘ابس٢،   ٔمٌْ ٞب اػت. دس٥ٌش٢ اصٜا٘ذ ٘تب٤ج حبكُ اص ا٤ٗ

 ب٢ٞا  ٥ٌاش٢  أىبٖ ا٘ذاصٜ ٔٛاد، ٔختّف ف٥ض٤ى٣ ب٢ٞ و٥ٕت

 ٞاب٢  ثٝ پ٥ذا٤ؾ ػ٥ؼتٓ ٔٙجش وٝ ذٙوٙ ٣ٔ ا٤جبد ٔتفبٚت٣ سا

ٓ   ٣ٔ ٍ٘بس٢ ٔتفبٚت٣ ٔمٌْ ٞاب،   ؿٛد. اص جّٕاٝ ا٤اٗ ػ٥ؼات

ْ ، 2اِىتش٤ىا٣  ٣ٔمابٚٔت  ٍ٘بس٢ ٔمٌْ خابص٣٘   ٍ٘ابس٢  ٔمٌا

٘بْ اٖ تٛ سا ٣ٔ 4ٍ٘بس٢ اِمب٢ ٔغٙب٥ًؼ٣ ٔمٌْٚ  3اِىتش٤ى٣

 ٢ٍ٘اابس ٔختّااف ٔمٌااْ ٢ٞااب سٚؽ ٥ٗدس ثاا. [1،2]ثااشد

تٛجاٝ   ٣ؼا ٥ٔغٙبً ٢اِماب  ٢ٍ٘ابس  ٔمٌْأشٚصٜ  ،٣ى٤اِىتش

سٚؽ ثاش   ٤ٗچشا وٝ ا ؛اػت وشٜسا ثٝ خٛد جّت  ٖبٔحمم

واٝ اص   - ٣ىا ٤اِىتش ٢ٍ٘ابس  ٔمٌْ ٢ٞب سٚؽ ش٤خلاف ػب

٥ٌش٢  ا٘ذاصٜ ٢ٞب دادٜ ٢آٚس جْٕ ٢ثشا ٣ػٌح ٢ٞب اِىتشٚد

اص س٢ٚ   ٥ٌاش٢  ثاش اػابع ا٘جابْ ا٘اذاصٜ     -وٙٙذ اػتفبدٜ ٣ٔ

ػٌح خبسج٣ جؼٓ ٚ ثذٖٚ تٕبع اِىتش٤ى٣ ثب آٖ ٕٓاُ  

٣ٔ  ْ ٍ٘ابس٢ اِماب٢ ٔغٙب٥ًؼا٣ ثاٝ دٚ هاش٤ت       وٙذ. ٔمٌا

 پز٤ش٢ ٔغٙب٥ًؼ٣ حؼبع ثاٛدٜ؛  ٘فٛر ٞذا٤ت اِىتش٤ى٣ ٚ

ٞااب٢ ٔتمبثااُ دس   ٥ٌااش٢ ا٘ااذٚوتب٘غ  ا٘ااذاصٜ اص ًش٤ااك

ٚ  وٙاذ  ٔا٣ ٞب٢ ٥ٌش٘ذٜ، ا٤ٗ هشا٤ت سا اػاتخشا    پ٥چ ػ٥ٓ

ٌْ ٔٛسد ِ٘ش دس جؼٓ ٞذف ا٤جابد  تل٤ٛش٢ اص ػٌح ٔم

ٓ  حغ ؿاذٜ ٥ٔذاٖ . [3]وٙذ ٣ٔ ، ٞاب٢ ٥ٌش٘اذٜ   پا٥چ  دس ػا٥

ٝ  ؿبُٔ  ٚ ٘بؿا٣ اص ٥ٔاذاٖ تحش٤اه اكا٣ّ     ا٢ ٥ٔذاٖ ا٥ِٚا

 ٖ اِماب ؿاذٜ دس    ثا٣ ٞاب٢ ٌشدا  ٥ٔذاٖ ثب٤ٛ٘ٝ ٘بؿ٣ اص جش٤اب

 دسٍ٘بس٢ اِمب٢ ٔغٙب٥ًؼا٣   ٔمٌْ . اص[4اػت]جؼٓ دسٖٚ 

واٝ خاٛاف    ٔاٛاسد٢ دس  كاٙٔت٣ پضؿاى٣ ٚ  وبسثشدٞب٢ 

پز٤ش٢ ٔغٙب٥ًؼ٣ اجؼبْ ا٥ٕٞات   ٘فٛرٞذا٤ت اِىتش٤ى٣ ٚ 

ٞاب٢ ثاذٖ دس    ثبفات   5ٔاذت  پاب٤ؾ ًاٛي٣٘   ظ٤ٜثٝ ٚداسد، 

ٖ افش وبسثشدٞب٢ ثب٣ٙ٥ِ، پب٤ؾ  ٞاب٢  ٤ٙذٞب٢ كٙٔت٣، آصٔاٛ

   [.2،5،6]ؿٛد اػتفبدٜ تٛا٘ذ  ٣ٔٚ طئٛف٥ض٤ه  6غ٥ش ٔخشة

اِماب٢ ٔغٙب٥ًؼا٣   ٍ٘ابس٢   ثبصػبص٢ تل٤ٛش دس ٔمٌْ      

حُ ؿبُٔ دٚ ٔشحّٝ ٍ٘بس٢  ٞب٢ ٔمٌْ ٕٞب٘ٙذ ػب٤ش سٚؽ

ٝ ت. ٔٔىٛع اػا  ٔؼأِٝٚ  7پ٥ـشٚ ٔؼأِٝ پ٥ـاشٚ ثاب    ٔؼاأِ

خشٚج٣ ٤ىتب ثاب إٓابَ ٤اه ٚسٚد٢     ٔجٕٛٓٝپ٥ذا وشدٖ 

خبف ٚ پبسأتشٞب٢ ف٥ض٤ى٣ ّْٔٔٛ ثشا٢ جؼٓ ٞذف ٚ ثب 

٢ ٔذَ حُ ٔٙبػت تح٥ّّا٣ ٤اب ٓاذد٢ تٔش٤اف     ش٥وبسٌ ثٝ

ٔٔىااٛع ٞااذف  ٔؼااأِٝدس  ؿااٛد. دس ٘مٌااٝ ٔمبثااُ، ٔاا٣

ؿٙبػب٣٤ پبسأتشٞب٢ ف٥ض٤ى٣ ػ٥ؼتٓ ثب داؿاتٗ ّٔٔٛٔابت   

 ٔؼااأِٝٞااب٢ ػ٥ؼااتٓ اػاات. دس   ٚ خشٚجاا٣ ٞااب ٚسٚد٢

ؿاذٜ   ٥ٌاش٢  اصٜا٘ذ ٞب٢ خشٚج٣ و٥ٕت ٔٔىٛع ٔجٕٛٓٝ

پ٥ـشٚ ثب ٤ىاذ٤ٍش ٔمب٤ؼاٝ    ٔؼأِٝؿذٜ اص  ٔذَ  ٚ )ٚال٣ٔ(

ْ   ػابص٢  ث٥ٟٙٝ ٚ ػپغ ثب ؿٛ٘ذ ٣ٔ ْ  خٌاب،  ٤اه تابث  تٛص٤ا

ثاٝ   تىشاس حّمٝ دس تٛا٘ٙذ ٣ٔ دٚثبسٜ ؿذٜ؛ پبسأتشٞب اكلاح

ٝ  جاب٣٤  تاب  ؿاٛ٘ذ  ٚاسد پ٥ـشٚ ٔذَ ٗ  اخاتلاف  وا  دٚ ا٤ا

ٝ حاُ   . ثب[2]ؿٛد و٥ٕٙٝ دادٜ، ٔجٕٛٓٝ ٔٔىاٛع ٚ   ٔؼاأِ

تلا٤ٛش   ٞذا٤ت اِىتش٤ىا٣،   ؿذٖ تٛص٤ْ هش٤ت ٔـخق

ؿٛد. اص ِ٘اش س٤بها٣    ٣ٔ ثبصػبص٢ ػٌح ٔمٌْ ٔٛسد ِ٘ش

ْ   ا٢ ٔؼأِٝ ،ٔٔىٛع ٔؼأِٝ تٔاذاد  ص٤اشا   ؛اػات  8ثاذ ٚها

ٚ ثاشٚص خٌاب٢ واٛچى٣ دس     اػتٞب ٔحذٚد   ٥ٌش٢ ا٘ذاصٜ

تٛا٘اذ ثبٓا     ٥ٌش٢ ؿاذٜ، ٔا٣   ٞب٢ ا٘ذاصٜ ػبص٢ ِٚتبط ؿج٥ٝ

ٞاب٢ ف٥ض٤ىا٣    ا٤جبد تغ٥٥اشات ثاضسي دس تٛص٤اْ هاش٤ت    

ُ  دس ٌبْ ٤ٗتش ٟٔٓ ٚ ا٥ِٚٗ ثذػت آٔذٜ ؿٛد. ثٙبثشا٤ٗ  حا

پ٥ـااشٚ  ِٝٔؼااأدل٥ااك اص  ٣اسائااٝ ٔااذِ ٔٔىااٛع، ٔؼااأِٝ

 .  [7]اػت

ٞب٢ حبكاُ اص   ػبص٢ ٥ٔذاٖ   ؿج٥ٝؿبُٔ  پ٥ـشٚ ٔؼأِٝ      

ٞب٢ ٌشداث٣ جبس٢ ؿذٜ دس  ٞب٢ تحش٤ه ٚ جش٤بٖ پ٥چ ػ٥ٓ

٥ٌاش٢ ؿاذٜ اص    اصِٜٚتبط ا٘اذ  دسٖٚ جؼٓ ٞذف ٚ ٔحبػجٝ

ٞذا٤ت  ٞب٢ ثٝ ٓٙٛاٖ تبث٣ٔ اص هش٤ت ٞب٢ ٥ٌش٘ذٜ پ٥چ ػ٥ٓ

ثاشا٢ ا٤اٗ    ت.اػا  ٚ ٔغٙب٥ًؼا٣ جؼآ ٞاذف    اِىتش٤ى٣

 آٖٚ  ،پ٥ـشٚ ا٘تخبة ٔؼأِٝٔٙبػج٣ ثشا٢  ثب٤ذ ٔذَ ِٔٙٛس

ٞاب ؿابُٔ    ٞب٢ ٔٛجٛد حُ وشد وٝ ا٤اٗ سٚؽ  سا ثب سٚؽ 

پ٥چ٥اذ٣ٌ   ٥ُا ؿٛ٘ذ. ثٝ دِ ٞب٢ تح٣ّ٥ّ ٚ ٓذد٢ ٣ٔ سٚؽ

ٞاب٢ تح٥ّّا٣    ، سٚؽثاشداس٢  تل٤ٛشٔٛسد  ٞب٢ ٔمٌْص٤بد 

ٞاب٢   لبدس ثٝ اسائٝ پبػخ ٔٙبػت ٥٘ؼاتٙذ ٚ ثب٤اذ ثاٝ سٚؽ   

ثاب   ٣خٌا  ش٥ا ٞاب٢ غ  ػبص٢ ٔحا٥ي  ٓذد٢ وٝ تٛا٘ب٣٤ ٔذَ

اؿىبَ ٞٙذػ٣ ٚ ٔشصٞب٢ پ٥چ٥ذٜ سا داؿتٝ ثبؿٙذ، سجاّٛ  

 ثاشا٢ ٞاب٢ ٔٙبػات    اص سٚؽوشد. سٚؽ اجضا٢ ٔحاذٚد،  
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-8]ٍ٘بس٢ اِمب٢ ٔغٙب٥ًؼ٣ اػات  پ٥ـشٚ ٔمٌْ ٔؼأِٝحُ 

أب دس وبسثشدٞب٣٤ وٝ جؼآ دس حابَ تغ٥٥اش ؿاىُ      [؛11

ٚاثؼات٣ٍ   ٥ُا ثٝ دِخُ ثذٖ، ٔثُ ٘ٛاح٣ ٔتحشن دا ،اػت

٘تب٤ج سٚؽ اجضا٢ ٔحذٚد ثٝ ؿىُ ٚ ا٘ذاصٜ ٔاؾ، ٘تاب٤ج   

. دس ا٤اٗ  [16-12]ا٤ٗ سٚؽ ثب خٌاب ٕٞاشاٜ خٛاٞاذ ثاٛد     

ٓذْ ٚاثؼت٣ٍ ثاٝ   ٥ُثٝ دِٞب٢ ثذٖٚ ٔؾ  وبسثشدٞب، سٚؽ

ٞاب٢   . تاب وٙاٖٛ سٚؽ  [13،16]ذٙوٙ ُٕٓ ٣ٔ تش ٔٛفكٔؾ 

ٟ   ثذٖٚ ٔاؾ ٔتفابٚت٣ ثاشا٢ حاُ      بد ٔؼابئُ ٥ٔاذاٖ پ٥ـاٙ

ٚ  [13،17] 9٘اذ واٝ دٚ سٚؽ ٌابِشو٥ٗ ثاذٖٚ ٔاؾ     ا ؿذٜ

اص  [25-15،16،18] 10ٌااابِشو٥ٗ ٔجتٙااا٣ ثاااش ٔٛجاااه  

ٖ   ٞاب ٞؼاتٙذ. سٚؽ   ش٤ٗ آٖت ٔٔشٚف  ٔاؾ  ٌابِشو٥ٗ ثاذٚ

ُ  تمش٤ت ثش ٔجت٣ٙ ثاٝ  اػات ٚ   11ٔتحاشن  ٔشثٔابت  حاذال

ثٙابثشا٤ٗ دس   ؛داسد ٥٘ابص  حُ ٘بح٥ٝ دس ٌشٜ تٔذاد٢ تٔش٤ف

 سٚؽ دس ٢ثٙااذ ٔااؾ اص ٘بؿاا٣ ٔـااىلات اص ا٤ااٗ سٚؽ

، ثاٝ  ا٤ٗ ثب ٚجٛد [.13،17]ؿٛد ٣ٔ ٔحذٚد اجتٙبة اجضا٢

ػابص٢ ٓاذد٢ ا٤اٗ سٚؽ ٘بچابس ثاٝ       د٥ُِ ا٤ٙىٝ دس پ٥ابدٜ 

ب٢ تٔش٤ف ؿاذٜ دس  ٞ ٔحبػجٝ ا٘تٍشاَ تٛاثْ پب٤ٝ حَٛ ٌشٜ

ٞب دس اجؼابْ داسا٢   ٣٤ ا٤ٗ ٌشٜجب جبثٝ٘بح٥ٝ حُ ٞؼت٥ٓ، 

تٛا٘ذ ثبٓ  ا٤جابد خٌاب دس    ٣ٔ ،پز٤ش ثب صٔبٖٞٙذػٝ تغ٥٥ش

 [.15،16]پ٥ـشٚ ؿٛد ٔؼأِٝ٘تب٤ج حُ 

لاشاس  ٌبِشو٥ٗ ٔجت٣ٙ ثش ٔٛجاه   دس دػتٝ دْٚ سٚؽ      

. دس ا٤ٗ سٚؽ ثاش خالاف سٚؽ ٌابِشو٥ٗ ثاذٖٚ     ٥ٌشد ٣ٔ

ٞاب   ٔؾ، تٔش٤ف تٛاثْ پب٤ٝ ٚاثؼتٝ ثٝ ٔحُ جب٤ٍزاس٢ ٌشٜ

ؿٛ٘ذ. ٔؼإّب    وُ ٘بح٥ٝ ا٘تخبة ٣ٔ دس٥٘ؼت ٚ ا٤ٗ تٛاثْ 

ٞب٢ پب٤ٝ ثٝ تٔاذاد ٚ   ٤ت ا٤ٗ سٚؽ، ٓذْ ٚاثؼت٣ٍ تبثْٔض

ٞاب دس ٘بح٥اٝ ٔاٛسد حاُ ٚ دس ٘ت٥جاٝ       ٘حٜٛ تٛص٤اْ ٌاشٜ  

ٝ ٢ ٘بؿا٣ اص   ج٥ٌّٛش٢ اص ثشٚص خٌاب  ٞاب   ٣٤ ٌاشٜ جاب  جبثا

سٚؽ ٌبِشو٥ٗ ٔجت٣ٙ ثاش ٔٛجاه ثاش پب٤اٝ      [.15،16]اػت

ٞب٣٤ ٔتـىُ اص حبكُ هشة تٛاثْ پب٤اٝ   ٔحبػجٝ ا٘تٍشاَ

وٝ ثاٝ ٘ابْ    ،٘بح٥ٝ حُ ثٙب ؿذٜ اػت دسٞب  ٞب٢ آٖ ٚ ٔـتك

 َ ؿااٛ٘ذ. ا٤ااٗ هااشا٤ت   ؿااٙبختٝ ٔاا٣  12هااشا٤ت اتلااب

ٌابِشو٥ٗ ٔجتٙا٣ ثاش     دٞٙذٜ ٔبتش٤غ ػاخت٣ سٚؽ  تـى٥ُ

ٞاب٢ ٔشتجاٝ ثابي٢     أب اص آ٘جب واٝ ٔـاتك   ؛ٔٛجه ٞؼتٙذ

ٞؼاتٙذ،  ؿاذت ٘ٛػاب٣٘   ثاٝ   13ٞب٢ دٚسٜ ٔحاذٚد  ٔٛجه

ثااشٚص تغ٥٥ااشات ؿااذ٤ذ دس هااشا٤ت اتلاابَ ٚ دس ٘ت٥جااٝ  

 ٖ ٘بپااز٤ش  ٞااب اجتٙاابة  ٘بپب٤ااذاس٢ دس ٔحبػااجٝ ٓااذد٢ آ

ػاابص٢ سٚؽ  . ثااذ٤ٗ تشت٥اات ثااشا٢ پ٥اابدٜ[28-26]اػاات

ٞاب٢   ٔشػْٛ ٌبِشو٥ٗ ٔجت٣ٙ ثش ٔٛجاه ٚ ٔحبػاجٝ ٔماذاس   

ٞب٢ خبكا٣   ٢ اٍِٛس٤تٓش٥وبسٌ ثٝدل٥ك هشا٤ت اتلبَ، ثٝ 

داس٤ٓ. ٥٘بص [ اسائٝ ؿذٜ اػت، 29،30] ٔشاجْ ٥ِ٘ش آ٘چٝ دس

 [21،27ٔٙابثْ ] ا٢ دس  ؿاذٜ   ٞب٢ ػبدٜ ٓلاٜٚ ثش ا٤ٗ، سٚؽ

ٞب اص ٔـتك ٔشتجٝ اَٚ تٛاثْ پب٤اٝ    ا٘ذ وٝ دس آٖ پ٥ـٟٙبد ؿذٜ

ٔٛجه ثشا٢ ٔحبػجٝ ٔبتش٤غ ػخت٣ اػتفبدٜ ؿذٜ اػات.  

بػاجٝ هاشا٤ت   ا٤ٗ ٔٛهّٛ ٔـىُ ثشٚص ٘بپب٤اذاس٢ دس ٔح 

ػبص٢ ٓذد٢ سٚؽ ٌابِشو٥ٗ   پ٥بدٜ اتلبَ سا ثشًشف وشدٜ؛

 .  وٙذ ٣ٔپز٤ش  ٔجت٣ٙ ثش ٔٛجه سا أىبٖ

دس ػ٢ٛ د٤ٍش ثٝ د٥ُِ كفش ثٛدٖ ٔمذاس تٛاثاْ پب٤اٝ         

ٔشصٞب٢ ٘بح٥ٝ ٔٛسد حُ، إٓبَ ؿشا٤ي ٔشص٢  دسٔٛجه 

 ٖ پاز٤ش   دس سٚؽ ٌبِشو٥ٗ ٔجت٣ٙ ثش ٔٛجه ثٝ ساحت٣ أىاب

ثاٝ   ٔتٙابٚة ٘خٛاٞذ ثٛد. اثتذا ا٤ذٜ إٓبَ ؿاشا٤ي ٔاشص٢   

دس ٔٛجاه   دٚسٜ ٔحاذٚد  تٛاثْ پب٤ٝ ٔتٙبٚةتىشاس وٕه 

ٞاب٢ ا٤اٗ    أب وابسثشد  [؛18،19،31]ٌٔشح ؿذوُ ثبص٠ حُ 

، ٔتٙبٚةسٚؽ، ثٝ د٥ُِ ٥٘بصٔٙذ٢ ثٝ تٔش٤ف ؿشا٤ي ٔشص٢ 

سفاْ ا٤اٗ ٔـاىُ،     ثؼ٥بس ٔحذٚد اػت. پاغ اص آٖ ثاشا٢  

. دس [23،32،33-20]ؿاذ  پ٥ـاٟٙبد   14سٚؽ ٘بح٥ٝ ٔجبص٢

      ٝ ا٢  ا٤ٗ سٚؽ ٘بح٥ٝ حاُ ثاٝ كاٛست ٔجابص٢ ثاٝ ٘بح٥ا

ٚ  ٤بثاذ  ٔا٣ ٌؼاتشؽ   ٔتٙابٚة ثب ؿاشا٤ي ٔاشص٢    تش سيثض

ٝ ؿشا٤ي ٔشص٢ ٚال٣ٔ اص ًش٤ك إٓبَ  ؿاشا٤ي   ا٢ ٔجٕٛٓا

أاب ا٤اٗ سٚؽ    [؛20،32]ؿٛ٘ذ ٔتٙبػت، إٓبَ ٣ٔ ٔتٙبٚة

ٞااب٣٤ اص جّٕااٝ ثااذ ٚهااْ ثااٛدٖ  ٥٘ااض داسا٢ ٔحااذٚد٤ت

ٔبتش٤غ ػخت٣، افضا٤ؾ حجٓ ٔحبػجبت ثٝ د٥ُِ ٌؼتشؽ 

ٚ ٕٞچ٥ٙٗ ٘ٛػبٖ تمش٤ات   تش ثضسي ا٢ ٘بح٥ٝ حُ ثٝ ٘بح٥ٝ

. دس [20،32،33]ثذػاات آٔااذٜ دس ٘ضد٤ااه ٔشصٞااب اػاات 

سٚؿ٣ د٤ٍش، ؿشا٤ي ٔشص٢ دس ٤ه ٔؾ اجاضا٢ ٔحاذٚد   

ٝ ذ ثٝ وٕه جب٤ٍض٣ٙ٤ تٛاثاْ چٙا   ا٢ ٔشػاْٛ سٚؽ   جّٕا

-34]٘اذ اٜ اجضا٢ ٔحذٚد ثب تٛاثْ پب٤ٝ ٔٛجه، إٓبَ ؿاذ 

ٞب٣٤ ثشا٢ ٔحبػجٝ هشا٤ت اتلبَ  . ٕٞچ٥ٙٗ اٍِٛس٤تٓ[37

ٝ  اجضاٖٚ دس دس دس ا٤اٗ سٚؽ ٔٔشفا٣    ٥ٌاش٢  وابس  ثشا٢ ثا

ؿشا٤ي ٔشص٢ ثاب دلات     . دس ا٤ٗ سٚؽ[26،36،38]ا٘ذ ؿذٜ

ٚ ثٝ ػبد٣ٌ لبثاُ إٓابَ ٞؼاتٙذ ِٚا٣ دس ٓاٛم،       ص٤بد

© Copyright 2015 ISBME, http://www.ijbme.org

www.ijbme.org


 ّوىاراى ٚ آثبد٢ ٤ٛػف٣ ٘جف

15Jump Functions                                                                                              16Interface Condition 

73 

تمش٤ت ا٤جبد ؿذٜ  سً٘ ؿذٜ؛ خٛاف سٚؽ ثذٖٚ ٔؾ وٓ

اػات.   ٚاثؼتٝ ٞب٢ ا٤جبد ؿذٜ ثٝ ؿىُ ٚ ا٘ذاصٜ ص٤ش ٘بح٥ٝ

 ا٢ چٙذجّٕااٝ 15تٛاثااْ پااشؽ ٥٘ااض اػااتفبدٜ اص  اخ٥ااشا  

ثشا٢ إٓبَ ؿاشا٤ي ٔاشص٢    [16]ٚ ؿ٥ت  [15،24،25،27]

ٌاابِشو٥ٗ ٔجتٙاا٣ ثااش ٔٛجااه  سٚؽ  در 16ٚ حااذ ٚاػااي

ٝ ؿذٜ اػت. ثاب   پ٥ـٟٙبد  ٌ  ثا ٢ ا٤اٗ سٚؽ، دس ٓا٥ٗ   ش٥وابس

٢، ؿاشا٤ي ٔاشص٢ ٚ   ثٙاذ  ٔؾحفَ ٓذْ ٚاثؼت٣ٍ حُ ثٝ 

 ؿٛ٘ذ.  حذ ٚاػي ثب دلت لبثُ لج٣ِٛ إٓبَ ٣ٔ

ٞب٢ ثاذٖٚ ٔاؾ    سٚؽ وٓ س حُ ٔـىُ ثبصدٜثِٕٙٛ      

دس إٓبَ ؿشا٤ي ٔشص٢ اص ٤ه ػٛ ٚ ٔـىُ سٚؽ اجضا٢ 

ػبص٢ ٘ٛاح٣ د٤ٙب٥ٔه ٚ داسا٢ ٞٙذػاٝ   ٔحذٚد ثشا٢ ٔذَ

ٞاب٢ ٔتفابٚت٣    ٔتغ٥ش ثب صٔبٖ اص ػ٢ٛ د٤ٍش، تب وٖٙٛ ا٤اذٜ 

ٞب٢ اجضا٢ ٔشص٢ ٚ ثذٖٚ ٔؾ، ؿاج٥ٝ   ثشا٢ تشو٥ت سٚؽ

ا٢ ٔحذٚد ٚ ثذٖٚ ٔاؾ  ٞب٢ تشو٥ج٣ اجض اػتفبدٜ اص سٚؽ

ٝ   ٌبِشو٥ٗ ثشا٢ ٔذَ  ٞاب٢ فّاض٢   ػبص٢ استٔبؿابت كافح

 ٞب٢ اِىتشٚٔغٙب٥ًغ ػبص٢ ٚ ٔحبػجٝ ٥ٔذاٖ ، ٔذَ[39،40]

 ٍ٘ابس٢ اِىتش٤ىا٣   پ٥ـشٚ ٔمٌْ ٔؼأِٝٚ حُ  [13،41،42]

ٌٔااشح ؿااذٜ اػاات. ٕٞچٙاا٥ٗ اص تشو٥اات    [16،24،25]

ٗ  سٚؽ ٔٛجاه   ثاش  ٔجتٙا٣  ٞب٢ اجضا٢ ٔحذٚد ٚ ٌابِشو٥

ٖ  ٔااذَثااشا٢  ٞااب٢ اِىتشٚٔغٙب٥ًؼاا٣ دس   ػاابص٢ ٥ٔااذا

َ    ٔبؿ٥ٗ ٞاب٢ اِىتشٚٔىب٥٘اه ٥٘اض     ٞاب٢ اِىتش٤ىا٣ ٚ ٔجاذ

ٞب، ثٝ د٥ُِ  . دس اوثش ا٤ٗ وبسثشد[15،27]اػتفبدٜ ؿذٜ اػت

ػش٤ْ ٚ دل٥اك سٚؽ اجاضا٢ ٔحاذٚد دس إٓابَ      ّٕٓىشد

ؿشا٤ي ٔشص٢ ٚ ٕٞچ٥ٙٗ ٓذْ ٚاثؼت٣ٍ سٚؽ ثذٖٚ ٔاؾ  

ُ ثاٝ دٚ لؼإت تمؼا٥ٓ    ، ٘بح٥ٝ حاجضاثٝ ا٘ذاصٜ ٚ ؿىُ 

سٚؽ اجضا٢ ٔحذٚد ثاشا٢ ٘اٛاح٣ وٙابس٢ تحات      ؿذٜ؛

ػٌّٝ ؿشا٤ي ٔاشص٢ ٚ سٚؽ ثاذٖٚ ٔاؾ ثاشا٢ ٘اٛاح٣      

 ٔشوض٢ ٚ د٤ٙب٥ٔه ٘بح٥ٝ ٔٛسد حُ ثىبسٌشفتٝ ؿذٜ اػت.

ثاذٖٚ   -دس ا٤ٗ ٔمبِٝ، سٚؽ تشو٥ج٣ اجضا٢ ٔحاذٚد        

ٔؾ ٔجت٣ٙ ثش ٔٛجه ثب ثٝ وابس٥ٌش٢ تٛاثاْ پاشؽ ؿا٥ت     

ٝ دٚ ٘بح٥ٝ ثٝ ٤ىذ٤ٍش، ثاب ٞاذف حاُ     ثشا٢ اتلبَ  ٔؼاأِ

. ؿاذٜ اػات  ٍ٘بس٢ اِمب٢ ٔغٙب٥ًؼ٣ پ٥ـٟٙبد  پ٥ـشٚ ٔمٌْ

ٔٔابديت حابوٓ ثاش     2ثشا٢ ا٤ٗ ِٔٙٛس، اثتاذا دس ثخاؾ   

ؿٛد. دس  ٍ٘بس٢ اِمب٢ ٔغٙب٥ًؼ٣ ث٥بٖ ٣ٔ ٞب٢ ٔمٌْ ػ٥ؼتٓ

پغ اص ثشسػ٣ ٘حاٜٛ تشو٥ات دٚ ٘بح٥اٝ اجاضا٢      3 ثخؾ

ٌابِشو٥ٗ ٔجتٙا٣ ثاش     ٔحذٚد ٚ ثذٖٚ ٔاؾ، سٚاثاي سٚؽ  

 اص ًش٤اك ٔٛجه ٚ اجضا٢ ٔحاذٚد ثاب ػابختبس٢ ٔـابثٝ     

ػاپغ سٚاثاي    ػبص٢ ٌبِشو٥ٗ اػتخشا  ؿاذٜ؛  ث٥ٟٙٝسٚؽ 

ٔٛسد ٥٘بص ثشا٢ تشو٥ت دٚ حُ اجضا٢ ٔحذٚد ٚ ٌابِشو٥ٗ  

 ٝ ٛ  ٣ٔا ٌازاس٢   ٔجت٣ٙ ثش ٔٛجه پب٤ا . پاغ اص آٖ، دس  ذ٘ؿا

٘حٜٛ ت٥ِٛذ ٔجٕٛٓٝ تٛاثْ پب٤ٝ ٔم٥ابع ٔٛجاه    4ثخؾ 

ثٝ ًٛس ٔختلش ؿشح دادٜ خٛاٞذ ؿذ. ٕٞچ٥ٙٗ  دٚ ثٔذ٢

چ٣ٍٍ٘ٛ إٓبَ ؿشا٤ي حذ ٚاػاي ثا٥ٗ   ثٝ دس ا٤ٗ ثخؾ 

دٚ ٘بح٥ٝ ثب اػتفبدٜ اص اهبفٝ وشدٖ تٛاثْ پاشؽ ؿا٥ت ثاٝ    

. دس ٟ٘ب٤ات ثاب   ؿاذ ٔجٕٛٓٝ تٛاثْ پب٤ٝ ٥٘ض تٛجٝ خٛاٞاذ  

ٝ ٣٤ سٚؽ پ٥ـاٟٙبد٢ دس حاُ   وابسا ٞذف اسص٤ابث٣    ٔؼاأِ

٥ًؼاا٣، ٤ااه ػ٥ؼااتٓ ٍ٘اابس٢ اِمااب٢ ٔغٙب پ٥ـااشٚ ٔمٌااْ

ٓ  8ٍ٘بس اِمب٢ ٔغٙب٥ًؼا٣   ٔمٌْ پ٥چاٝ دس ِ٘اش ٌشفتاٝ     ػا٥

ػبص٢ حبكُ اص سٚؽ پ٥ـٟٙبد٢ ثب ٘تب٤ج  ٘تب٤ج ؿج٥ٝ ؛ؿذٜ

ٔحاذٚد ٕٔٔاَٛ اص ِحابٍ     اجاضا٢ اص سٚؽ  ثذػت آٔذٜ

 دلت ٚ صٔبٖ ٔحبػجبت ٔمب٤ؼٝ خٛاٞٙذ ؿذ.
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َ   بث٤ دػتثشا٢  وٙٙاذٜ ٥ٔاذاٖ    ٣ ثٝ ٔٔبدِاٝ د٤فشا٘ؼا٥ُ ٔاذ

٘بؿ٣ اص إٓبَ ٥ٔذاٖ ٔتٙبٚة تحش٤اه ٚ   اِىتشٚٔغٙب٥ًغ

 ٔؼأِٝٞب٢ ٥ٌش٘ذٜ دس  پ٥چ ٔحبػجٝ ِٚتبطٞب٢ اِمب٣٤ دس ػ٥ٓ

تاٛاٖ اص ث٥ابٖ    ٔا٣  ،ٍ٘بس٢ اِماب٢ ٔغٙب٥ًؼا٣   پ٥ـشٚ ٔمٌْ

ٍٕٞٗ دس حٛصٜ فشوب٘غ ش ٔٔبديت ٔبوؼَٛ دس ٔح٥ي غ٥

ٛاٖ تاا اػااتفبدٜ وااشد. ثااب اػااتفبدٜ اص ا٤ااٗ ٔٔاابديت، ٔاا٣ 

ٞب٢ ٌشداث٣ جبس٢ ؿذٜ دس دسٖٚ جؼآ ٞاذف سا    جش٤بٖ

ػابص٢   ٔٔبدِٝ د٤فشا٘ؼ٥ُ ص٤ش دس حبِت و٣ّ ٔذَ ٥ّٝثٝ ٚػ

 :  [43،44]وشد
 (1) 
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µ   ،هااش٤ت ٘فٛرپااز٤ش٢ ٔغٙب٥ًؼاا٣σ  هااش٤ت ٞااذا٤ت

ٝ  ωاِىتش٤ىاا٣،  Aا٢،  فشوااب٘غ صا٤ٚاا

ثااشداس پتب٘ؼاا٥ُ   

ٔغٙب٥ًؼ٣ ٚ
sJ

 ٣٤چٍب٣ِ جش٤بٖ تحش٤ه ٞؼتٙذ. اص آ٘جب 

ٞب٢ تحش٤اه   پ٥چ ٞب٢ ٌشداث٣ ٚ ػ٥ٓ ػبص٢ جش٤بٖ وٝ ٔذَ

٥٘ابص داسد   پ٥چ٥ذٜ ٣دس فوب٢ ػٝ ثٔذ٢ ثٝ ا٘جبْ ٔحبػجبت
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ؿاٛد، ثاب    ٚ ثبٓ  ٔحذٚد ؿذٖ ػشٓت تل٤ٛشثشداس٢ ٣ٔ

Aػبص٢، ثشداس پتب٘ؼ٥ُ ٔغٙب٥ًؼا٣  ا٘جبْ ػبدٜ


ٚ چٍاب٣ِ   

جش٤اابٖ
sJ
   دس ساػااتب٢ ٔحااٛسz   ثااذٖٚ تغ٥٥ااش فااشم

 ؿٛ٘ذ. ثٙبثشا٤ٗ دس حبِت دٚ ثٔذ٢ خٛا٥ٞٓ داؿت: ٣ٔ

(2) 
ZszZZZZ aJaAjaA ˆˆˆ

1
 


 

دس ا٤ٗ ساثٌٝ 
ZzaA ثشداس پتب٘ؼ٥ُ ٔغٙب٥ًؼ٣ دس ساػاتب٢   ˆ

ٚ  zٔحااااٛس 
ZszaJ         چٍااااب٣ِ جش٤اااابٖ تحش٤ااااه دس  ˆ

اػاات. حاابَ ثااب اػااتفبدٜ اص لواا٥ٝ     zجٟاات ٔحااٛس  

fff


2.  ْث٥بٖ ؿاذٜ   [45] وٝ دس ٔشج

 اػت، دس حبِت دٚ ثٔذ٢ خٛا٥ٞٓ داؿت:

(3)    ZszZZZZZZ aJaAjaAaA ˆˆˆˆ.
1 2  


 

ثلاٛست   17اػاتفبدٜ اص ؿاشى وِٕٛات   اص ًشف د٤ٍاش ثاب   

0.  ZA [11]خٛا٥ٞٓ داؿت: 

(4)                 
ZszZZZZ aJaAjaA ˆˆˆ

1 2  


 

ٍ٘ابس٢   دس ٟ٘ب٤ت ٔٔبدِٝ د٤فشا٘ؼ٥ُ حبوٓ ثش ػ٥ؼتٓ ٔمٌْ

اِمب٢ ٔغٙب٥ًؼ٣ دس حبِت دٚ ثٔذ٢ ثٝ ؿىُ ص٤اش ثذػات   

ٞب٢ ا٤اٗ ٔٔبدِاٝ دس    پ٥ـشٚ جٛاة ٔؼأِٝ ثب ثب٤ذآ٤ذ وٝ  ٣ٔ

 دسٖٚ ٘بح٥ٝ ٞذف ٔحبػجٝ ٌشدد:  

(5)                             
szzz JAjA  



21 

ِٚتبطٞب٢ اِمب٣٤  ،پ٥ـشٚ ٔؼأ٢ِٝ ٞب ٣خشٚجوٝ  ٣٤اص آ٘جب

 ثب٤ااذا٤ااٗ ِٚتبطٞااب  ؛ٞااب٢ ٥ٌش٘ااذٜ ٞؼااتٙذ پاا٥چ دس ػاا٥ٓ

٥ٌاش٢ اص   ػبص٢ ؿٛ٘ذ. ٔحبػجٝ ا٤ٗ ِٚتبطٞاب ثاب ثٟاشٜ     ؿج٥ٝ

 :[46،47]پز٤ش اػت لبٖ٘ٛ اِمب٢ فبسادٜ ثٝ ؿىُ ص٤ش أىبٖ

(6)                            
c

z

c

ind dlAjdlEV ..  

E    ٚ ؿذت ٥ٔذاٖ اِىتش٤ى٣ ٓجٛس٢ اص داخُ ػا٥ٓ پا٥چc 

 پ٥چ اػت.   ٔؼ٥ش ثؼتٝ ؿذٜ تٛػي ػ٥ٓ

 

تذٍى هػ  -رٍغ ترويثي اجساي هحذٍد    -3

 هثتٌي تر هَجه 
ٍ٘بس٢ اِماب٢ ٔغٙب٥ًؼا٣ دس    پ٥ـشٚ ٔمٌْ ٔؼأِٝثشا٢ حُ 

ثاذٖٚ   -سٚؽ تشو٥ج٣ اجضا٢ ٔحاذٚد   ثبحبِت دٚثٔذ٢ 

ث٥بٖ ؿذٜ دس ساثٌٝ ٞب٢ ٔٔبدِٝ د٤فشا٘ؼ٥ُ  جٛاة ثب٤ذٔؾ 

18وٝ ٤ه ٔٔبدِٝ د٤فشا٘ؼ٥ُ ثاب ٔـاتمبت جضئا٣    - (5)
اص  

دسٖٚ ٘بح٥اٝ ٞاذف ٔحبػاجٝ    دس  -اػات  19ّ٘ٛ ّّٕٟٞتاض 

ُ ثٝ  تٛاٖ ٣ٔذ. دس حبِت و٣ّ ٔٔبدِٝ ّّٕٟٞتض سا ٘ؿٛ  ؿاى

 ص٤ش ٕ٘ب٤ؾ داد:
),(),()),(),(.( yxfyxuyxuyx     (7)  

),( وٝ دس آٖ yx ٚ),( yx  ٢ ف٥ض٤ىا٣  پبسأتشٞبٔٔشف

),(ٔح٥ي ٚ yxf       ٖتبثْ تحش٤اه، ٞاش ػاٝ تابث٣ٔ اص ٔىاب

، پبسأتشٞاب٢  (5)ثب ٔمب٤ؼٝ ا٤اٗ ٔٔبدِاٝ ثاب ساثٌاٝ      .ٞؼتٙذ

   ُ ),(1/),(ف٥ض٤ىااا٣ ٔحااا٥ي ٔاااٛسد حااا yxyx  ،

),(),( yxjyx    ثااٝ كااٛستٚ تاابثْ تحش٤ااه 

),(),( yxJyxf sz تٔش٤ااف ٔاا٣  َ ؿااٛ٘ذ. ٔتغ٥ااش ٔجٟااٛ

),( yxu    ٥٘ض ٔٔبدَ ثشداس پتب٘ؼ٥ُ ٔغٙب٥ًؼا٣ دس ساػاتب٢

اػت. ثب ٞذف پ٥ذا وشدٖ جٛاة ٤ىتب ثاشا٢  z (Az )ٔحٛس 

)حبِات وّا٣ دس    20ٔٔبدِٝ فٛق، ؿشى ٔشص٢ تشو٥ج٣ ساث٥ٗ

 ٗ 21ثش٥ٌش٘ذٜ ؿشٚى ٔشص٢ ٥٘اٛٔ
  ٝ ( ثاش س٢ٚ   22ٚ د٤ش٤ـاّ

 ؿٛد: ٔشص ٘بح٥ٝ ٞذف ثٝ كٛست ص٤ش دس ِ٘ش ٌشفتٝ ٣ٔ

(8)    
 





on      ),(ˆ

ˆ

),(
),( qyxun

n

yxu
yx  

ٝ ثشداس  ٥ٌΩ  ٚn̂ش٘ذٜ ٘بح٥ٝ ٔشص دس ثش Ω∂وٝ دس آٖ،   ٤ىا

٥٘اض   γ  ٚqثاٝ ػإت خابس  اػات.     ٚ ٕٓٛد ثش جضء ٔشص 

پبسأتشٞب٢ ف٥ض٤ىا٣ ٔاشص ٔاٛسد ِ٘اش ٞؼاتٙذ. ثاب ٞاذف        

ثاذٖٚ ٔاؾ    -ػبص٢ ثٝ سٚؽ تشو٥ج٣ اجضا٢ ٔحذٚد   ٔذَ

-14] ٔجت٣ٙ ثش ٔٛجه، ٌٔبثك ثب اٍِٛس٤تٓ اسائاٝ ؿاذٜ دس  

تٛا٘ذ ثٝ دٚ لؼٕت اجضا٢ ٔحاذٚد ٚ   ٘بح٥ٝ ٞذف ٣ٔ [16

ثااشا٢  ثااذٖٚ ٔااؾ ثااذٖٚ ٔااؾ تمؼاا٥ٓ ؿااٛد. سٚؽ   

ذػٝ ٔتغ٥ش ثب صٔبٖ ٔٙبػت ٢ ٔتحشن ٤ب داسا٢ ٞٙٞب لؼٕت

اػت. سٚؽ اجضا٢ ٔحذٚد ٥٘ض ثٝ د٥ِاُ ثابصدٜ ث٥ـاتش دس    

، دس ثاذٖٚ ٔاؾ  سٚؽ  دس ٔمب٤ؼٝ ثاب إٓبَ ؿشا٤ي ٔشص٢ 

ؿاٛد. دس   ٣ٔ وبسٌشفتٝ ٣ تحت ػٌّٝ ؿشا٤ي ٔشص٢ ثٝ٘ٛاح

ػبص٢ ٌابِشو٥ٗ ثاشا٢    ٢ سٚؽ ث٥ٟٙٝش٥وبسٌ ثٝادأٝ پغ اص 

ه ٚ اجاضا٢  ثٙذ٢ دٚ سٚؽ ٌبِشو٥ٗ ٔجت٣ٙ ثش ٔٛج فشَٔٛ

ٞب٢ ٔبتش٤ؼا٣   ٔحذٚد دس حبِت دٚثٔذ٢ ٚ ا٤جبد دػتٍبٜ

ٔـبثٝ ثشا٢ دٚ سٚؽ، سٚاثي ٔٛسد ٥٘بص ثاشا٢ تشو٥ات دٚ   

حااُ اجااضا٢ ٔحااذٚد ٚ ٌاابِشو٥ٗ ٔجتٙاا٣ ثااش ٔٛجااه دس 

 .ذ٘ؿٛ ٣ٌٔزاس٢  دػتٍبٜ ٔبتش٤غ ٚاحذ پب٤ٝ
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 هثتٌي تر هَجه رٍغ گالرويي -3-1

پ٥ـاشٚ دس ٘بح٥اٝ ثاذٖٚ ٔاؾ      ٔؼأِٝا٥ِٚٗ لذْ ثشا٢ حُ 

(Ω
MF)َٟٛث٥بٖ تبثْ ٔج ، u

MF
(x, y)    ٣جا ٥تشوثاٝ كاٛست 

 :[48]ٞب٢ پب٤ٝ ٔؼتمُ خ٣ٌ اػت ٣ اص ٔجٕٛٓٝ تبثْخٌ

(9) 



M

j

jj

MF yxcyxu
1

),(),(   

تٔاذاد   Mتٛاثاْ پب٤اٝ دٚثٔاذ٢،    ϕj (x, y) دس ا٤ٗ ساثٌاٝ،  

ٞب٢ ٔجَٟٛ ٞؼتٙذ. پغ اص ثذػت  هش٤ت cjتٛاثْ پب٤ٝ ٚ 

تاٛاٖ ٔماذاس پتب٘ؼا٥ُ     ٞب٢ ٔجَٟٛ، ٔا٣  آٔذٖ ا٤ٗ هش٤ت

ٔجَٟٛ دس ٞش ٘مٌٝ اص ٘بح٥ٝ ثذٖٚ ٔاؾ سا ثاب اػاتفبدٜ اص    

ثشا٤ٗ، ٞاذف  ٤ىتب ٔحبػجٝ واشد. ثٙاب   ثٝ كٛستثؼي فٛق 

٣ ثاٝ  بث٤ا  دػتػبص٢ ٌبِشو٥ٗ ثشا٢   اػتفبدٜ اص سٚؽ ث٥ٟٙٝ

 cjٞاب٢ ٔجٟاَٛ    ثشا٢ ٔحبػاجٝ هاش٤ت   ٣دػتٍبٜ ٔٔبديت

 ٝ ٢ ٞاب  سٚؽػابص٢ ٌابِشو٥ٗ، اص دػاتٝ     اػت. سٚؽ ث٥ٟٙا

اػاات وااٝ دس آٖ هااش٤ت ٚص٘اا٣     داس ٚصٖ ٔب٘ااذٜ ٣ثاابل

ؿٛ٘ذ. ثب تلا٤ٛش   ، ٕٞبٖ تٛاثْ پب٤ٝ ا٘تخبة ٣ٔٞب ٔب٘ذٜ ٣ثبل

ثٝ ٓٙاٛاٖ تابثْ   ϕi (x, y)  ثش تبثْ پب٤ٝ (7)شف ٔٔبدِٝ دٚ ً

 :[49]ٚصٖ، خٛا٥ٞٓ داؿت

 

(10) 

 





















MF

MF

MF

dxdyyxyxf

dxdyyxyxuyx

dxdyyxyxuyx

i

i

MF

i

MF

),(),(

),(),(),(

),(),(),(.

2

1







  

  

 

اص ساثٌٝ ثشداس٢ ص٤ش ثٟشٜ  П1ػبص٢ جّٕٝ  حبَ ثشا٢ ػبدٜ

 :[45]٥ٌش٤ٓ ٣ٔ

 (11) 
  
 

),().,(),(

),(),(.),(

),(),(),(.

yxyxuyx

yxuyxyx

yxuyxyx

i

MF

MF

i

MF

i













 

 ؿٛد: ثٝ كٛست ص٤ش ثبص٤ٛ٘ؼ٣ ٣ٔ П1ثذ٤ٗ تشت٥ت، جّٕٝ 

(12) 
 















MF

MF

dxdyyxyxuyx

dxdyyxyxuyx

i

MF

i

MF

),(),(),(

),(),(),(1





 

 ػپغ ثب اػتفبدٜ اص لو٥ٝ د٤ٛسطا٘غ خٛا٥ٞٓ داؿت:

 

(13) 

 















MF

MF

dxdyyxyxuyx

dsnyxyxuyx

i

MF

i

MF

),().,(),(

ˆ.),(),(),(1





 

جضء ٔشص٢ لشاس ٌشفتٝ ثش س٢ٚ ٔاشص ٘بح٥اٝ ثاذٖٚ     dsوٝ 

Ω∂)ٔؾ 
MF)     اػت. حابَ اٌاش ٔاشص∂Ω

MF  تٔاذاد   ثابBP 

٢ جْٕ ش٥وبسٌ ثٝ، ثب ([1]ؿىُ )ؿٛد   ٌؼؼتٝ٘مٌٝ ٔشص٢ 

دس ساثٌاٝ فاٛق    (9)جب٤ٍض٣ٙ٤ ثؼاي  ٚ ٕٞچ٥ٙٗ  22س٤ٕبٖ

 خٛا٥ٞٓ داؿت:

(14) 
 



 
























MF

dxdyyxyxcyx

P

i

M

j

jj

BP

k

k

ki

),(.),(),(

)(

1

1

1

1





 

  k

k

MF

k

k lnPuP ˆ).()(    

ٝ   Pk (k=1, 2, 3, …, BP) دس ا٤ٗ ساثٌاٝ،    ٔختلابت ٘مٌا

k-   اْ لشاس ٌشفتٝ ثاش س٢ٚ ٔاشص∂Ω
MF ،l

k    ٚفبكاّٝ ثا٥ٗ د

Pk  ٚ Pk+1  ٚλ٘مٌٝ
kثاب لؼإت   ٔتٙبُش  23. هش٤ت يٌشا٘ظ

اْ اػت. ا٤ٗ هشا٤ت يٌشا٘ظ ٔجَٟٛ ثاب إٓابَ   -kٔشص٢ 

ا٘اذاصٜ  . ٔؼّٕب  ٞش [50،51]ؿٛ٘ذ ؿشا٤ي ٔشص٢ ٔحبػجٝ ٣ٔ

BP ثبؿذ فبكّٝ ث٥ٗ ٘مبى ٔشص٢ دس ِ٘اش ٌشفتاٝ    تش ثضسي

ٚ إٓابَ ؿاشا٤ي ٔاشص٢ ثاب دلات ث٥ـاتش٢       ، وٕتاش،  ؿذٜ

ثاذ   BPپز٤ش خٛاٞذ ثٛد. اِجتٝ افضا٤ؾ ثا٥ؾ اص حاذ    أىبٖ

 دػتٍبٜ ٔٔبديت سا ٥٘ض ثٝ د٘جبَ خٛاٞذ داؿت.ٚه٣ٔ 

 

 
ػبص٢ ٔشص ٘بح٥ٝ ثذٖٚ ٔؾ دس إٓبَ  ٌؼؼتٝ -(1)ؿىُ 

 ؿشا٤ي ٔشص٢.

 

 П2دس جّٕااٝ  (9دس ػاا٢ٛ د٤ٍااش، ثااب جااب٤ٍض٣ٙ٤ ثؼااي )

 خٛا٥ٞٓ داؿت:

(15)  
 


M

j

jij
MF

dxdyyxyxyxc
1

2 ),(),(),(   
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ٝ دس  (15)ٚ  (14)ٚ دس ٟ٘ب٤ت ثب جاب٤ٍض٣ٙ٤ سٚاثاي     ساثٌا

اثٌٝ ثاٝ اصا٢ ٞاش تابثْ پب٤اٝ ثاٝ ؿاىُ ص٤اش        ، ا٤ٗ س(10)

 ؿٛد: ثبص٤ٛ٘ؼ٣ ٣ٔ

(16) 

i

BP

k

kki

M

j

jji FPck  




1

11

, )( 

 













MF

MF

dxdyyxyxyx

dxdyyxyxyxk

ji

ijji

),(),(),(

),().,(),(,





 





MF

dxdyyxyxfF ii ),(),(   

٣ ثٝ ٤ه دػتٍبٜ ٔٔابديت ثاٝ ِٔٙاٛس    بث٤ دػتحبَ ثشا٢ 

ٝ   ت٥٥ٔٗ هش٤ت  (16) ٞب٢ ٔجَٟٛ ثب دس ِ٘ش ٌاشفتٗ ساثٌا

، ساثٌٝ ٔبتش٤ؼا٣  (i=1, 2, 3, …, M)پب٤ٝ  تٕبْ تٛاثْثشا٢ 

 ٤بث٣ خٛاٞذ ثٛد: ص٤ش لبثُ دػت

 

(17) 

























MF

MF

MF

MF

MF

u

MF

v

MF

q

F

H

HK





0
 

Kدس ا٤ٗ ساثٌٝ 
MF

  ٚF
MF

ثاٝ تشت٥ات ٔابتش٤غ ػاخت٣ ٚ      

ٝ  ٞاب  آٖٞب٢  ثشداس تحش٤ه ٞؼتٙذ وٝ دسا٤ٝ  (16) دس ساثٌا

MFٞاب٢  ا٘اذ. ٔابتش٤غ   تٔش٤ف ؿذٜ

vH ٚMF

uH    ٥٘اض ثاشا٢

ؿاٛ٘ذ. ثاب دس ِ٘اش     إٓبَ ؿشا٤ي ٔشص٢ ثىابس ٌشفتاٝ ٔا٣   

ثشا٢  (8) ٌشفتٗ ؿشى ٔشص٢ ساث٥ٗ تٔش٤ف ؿذٜ دس ساثٌٝ

BP  ٝ ، ا٤ااٗ  (14) لؼاإت ٔااشص٢ ٚ ثااب تٛجااٝ ثااٝ ساثٌاا

 ؿٛ٘ذ: ٞب ثٝ ؿىُ ص٤ش تٔش٤ف ٣ٔ ٔبتش٤غ
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qثااشداس 
MF

ٔمااذاس ؿااشى ٔااشص٢ دس ا٤ااٗ   وٙٙااذٜ ت٥ٔاا٥ٗ 

 ٞب٢ ٔشص٢ اػت: لؼٕت

  TBPMF qqq 11    

 َ MF ٚλثشداسٞب٢ ٔجٟاٛ
MF      ٥٘اض ثاٝ تشت٥ات ثشداسٞاب٢

 ٞب٢ تٛاثْ پب٤ٝ ٚ يٌشا٘ظ ٞؼتٙذ: هش٤ت

  TM

MF cc 1  

 TBPMF 11      

پغ اص حاُ ا٤اٗ دػاتٍبٜ ٔٔابديت ٚ ٔحبػاجٝ هاشا٤ت       

سا دس  uتٛاٖ ٔمذاس تابثْ دٚثٔاذ٢ ٔجٟاَٛ     ٣ٔ cjٔجَٟٛ 

ٝ ٞش ٘مٌٝ اص ٘بح٥ٝ ثاذٖٚ ٔاؾ ثاب     ٌ  ثا  (9) ٢ ثؼاي ش٥وابس

 ثذػت آٚسد.

 هحذٍد ياجسارٍغ  -3-2
دٚ ثٔذ٢ ث٥بٖ ؿذٜ دس ساثٌاٝ   ّّٕٟٞتضحُ ٔٔبدِٝ  ثِٕٙٛس

Ωدس ٘بح٥ٝ اجضا٢ ٔحذٚد ) (7)
FEتٛاٖ اص ٞش ٤ه اص  (، ٣ٔ

ثٙاذ٢   ثشا٢ فش٤َٛٔب ٌبِشو٥ٗ  24ػبص٢ س٤تض سٚؽ ث٥ٟٙٝدٚ 

ثاشا٢ ا٤جابد    ا٤ٗ، ثٟشٜ ثشد. ثب ٚجٛد ٔحذٚد ٢اجضاسٚؽ 

ٔبتش٤ؼ٣ ثب ُبٞش ٔـبثٝ دػتٍبٜ ثذػت آٔذٜ دس  ٣دػتٍبٞ

    ٝ ػابص٢   سٚؽ ٌبِشو٥ٗ ٔجتٙا٣ ثاش ٔٛجاه، اص سٚؽ ث٥ٟٙا

اجاضا٢ ٔحاذٚد   ٞب٢  ٌبِشو٥ٗ ثشا٢ اػتخشا  ص٤ش ٔبتش٤غ

اثتاذا ٘بح٥اٝ اجاضا٢    ، ا٤اٗ ِٔٙاٛس  ثاشا٢  و٥ٙٓ.  اػتفبدٜ ٣ٔ

ؿاٛد.   ثٙذ٢ ٣ٔ تمؼ٥ٓ ،جضء ٢ تٔذاد٢ش٥وبسٌ ثب ثٝٔحذٚد 

ٓذد٢ ٔٙحلاش ثاٝ فاشد اختلابف      جضء،ثشا٢ ٞش  ػپغ

 25ٔحّا٣ ثاٝ كاٛست    خٛد ٥٘اض  جضءٞب٢ ٞش  ٤بثذ. ٌشٜ ٣ٔ

ٌزاس٢ ٔٙحلش ثٝ فشد ثشا٢  ؿٛ٘ذ. ؿٕبسٜ ٌزاس٢ ٣ٔ ؿٕبسٜ

٘ب٥ٔاذٜ   26ػشاػاش٢ ٌازاس٢   ش ٌشٜ دس وُ دأٙٝ، ؿإبسٜ ٞ

َ  تغ٥٥شات ٔتغ٥ش. ؿٛد ٣ٔ ثاب   جاضء ، دس ًاَٛ ٤اه   ٔجٟاٛ

سٚؽ  دس. ؿاٛد  ، تمش٤ت صدٜ ٣ٔپب٤ٝ ٛاثْتا٘تخبة ٔٙبػت 

ٝ   اجضا٢ ٔحذٚد ٕٔٔٛي  ا٢ ثاٝ ٓٙاٛاٖ    اص تٛاثْ چٙاذ جّٕا

چشا وٝ ٔـاتك ٚ ا٘تٍاشاَ ا٤اٗ     ؛ؿٛد اػتفبدٜ ٣ٔپب٤ٝ تٛاثْ 

تٛاثاْ د٤ٍاش، ثاٝ آػاب٣٘ لبثاُ       ٔمب٤ؼاٝ ثاب  ٌٛ٘ٝ تٛاثْ دس 

ٔثّثا٣   اجضا٢دس حبِت دٚ ثٔذ٢ ثب فشم ٔحبػجٝ اػت. 

Ωثٙااذ٢ ٘بح٥ااٝ   جااضءثااشا٢ 
FE ٔجٟااَٛ، تغ٥٥ااشات ٔتغ٥ااش  

u
FE

(x, y)  ُجضءدس داخ e-ْخ٣ٌ ثاٝ   ٣تٛا٘ذ ثب تبثٔ ٣ٔ ا

 :[45]تمش٤ت صدٜ ؿٛدص٤ش  ؿىُ

(18) 
yaxaayxu eeee

321),(   
ea1حبَ ثب ٔحبػجٝ هشا٤ت ٔجَٟٛ

، ea2
 ٚea3

ثاش حؼات    

ٚ جب٤ٍازاس٢   جضءٞب٢ ٞش  ٌشٜ دسٔمذاس پتب٘ؼ٥ُ ٔجَٟٛ 
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uٔجٟاَٛ  تغ٥٥شات ٔتغ٥اش   ،(18) دس ثؼي ٞب آٖ
e
(x, y)  دس

 ؿٛد:   ساثٌٝ ص٤ش ث٥بٖ ٣ٔ ثب جضءداخُ ٞش 

(19) 




3

1

),(),(
j

e

j

e

j

e uyxNyxu  

eدس ا٤ٗ ساثٌٝ 

ju  ٜٔمذاس پتب٘ؼ٥ُ ٔجَٟٛ ثش س٢ٚ ٌشj- ْا

e  ٚe جضء

jN  ٝٔتٙبُش ثب ا٤ٗ ٌشٜ اػت.  بة٤ دسٖٚتبثْ پب٤

ثذ٤ٗ تشت٥ت ٚ ثب ا٘تخبة ا٤ٗ تٛاثاْ پب٤اٝ ثاٝ ٓٙاٛاٖ ٚصٖ     

ٔب٘اذٜ   ، ثابل٣ (7)ٔٔبدِاٝ ث٥ابٖ ؿاذٜ دس ساثٌاٝ      ٔب٘اذٜ  ٣ثبل

٢ ٞاب  ثبثات ثب فشم ثبثت ثاٛدٖ   جضءؿذٜ دس ٞش  داس ٚصٖ

٤ابث٣   ساثٌٝ ص٤ش لبثُ دػات  اص ًش٤ك، جضءف٥ض٤ى٣ دس آٖ 

 اػت:

(20) 
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),(),(
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dxdyfyxN

dxdyyxuyxN
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yxN
uR

e

e

e

ee

i

ee

i

ee

i

e

ee

ie

ee

ieee

i







 

Ωٔاشص خابسج٣ ٘بح٥اٝ     eا٤ٗ ساثٌٝ وٝ دس 
e ٚen̂   ثاشداس

 ثٝ كٛست٥٘ض   D.اػتثٝ ًشف ث٥شٖٚ  eٕٓٛد ثش٘شٔبَ 

 ؿٛد: ص٤ش تٔش٤ف ٣ٔ

(21) ),(= e yxuD e  

ٝ  (19) حبَ ثب جب٤ٍزاس٢ ثؼاي  ثاشا٢ ٞاش    (20) دس ساثٌا

 تٛا٘ذ ثٝ ؿىُ ٔبتش٤ؼ٣ ص٤ش ث٥بٖ ؿٛد: ، ا٤ٗ ساثٌٝ ٣ٔجضء

(22) 

        eeeee gFuKR   
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3 ,2 ,1         


ifordxdyfNF
e

ee

i

e
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3 ,2 ,1      ˆ.),(  


ifordnDyxNg
e

ee

i

e

i
 

   Teeee uuuu 321  
 جاضء  Nتٕابْ   ثاشا٢ ثب ٌؼاتشؽ ا٤اٗ ساثٌاٝ     اوٖٙٛ      

Ωدٞٙذٜ ٘بح٥ٝ  تـى٥ُ
FE   تاٛاٖ ثاٝ    ٔـبثٝ سٚؽ س٤تاض، ٔا٣

 ساثٌٝ ٔبتش٤ؼ٣ ص٤ش سػ٥ذ:

(23) 
   

         0
1

1













N

e

eeee

N

e

e

gFuK

RR

 

 ا٤ٗ دػتٍبٜ ٔٔبديت ثٝ ؿىُ ص٤ش ٥٘ض لبثُ ث٥بٖ اػت:
[   ] [   ]  [   ]  [   ]                           (24)  

Kدس ا٤ٗ ساثٌٝ 
FE   ٚF

FE      ٚ ثاٝ تشت٥ات ٔابتش٤غ ػاخت٣

uثشداس تحش٤ه ٞؼتٙذ. 
FE  ٥٘ض ث٥بٍ٘ش تغ٥٥شاتu

FE
(x, y)  ثش

 ٞب٢ ثشداس ٞب٢ ٘بح٥ٝ اجضا٢ ٔحذٚد اػت. دسا٤ٝ س٢ٚ ٌشٜ

ٚ  داس٘ذ٢ ٔشص٢ ساث٥ٗ ٔمذاس ٞب لؼٕت ثشا٥٘٢ض فمي     

كافش   ثشاثشٔشصٞب٢ ٥٘ٛٔٗ ٍٕٞٗ )كفش( ٚ د٤ش٤ـّٝ ثشا٢ 

اْ واٝ ثاش س٢ٚ   -iٞب٢ ا٤ٗ ثشداس ثاشا٢ ٌاشٜ    . دسا٤ٝٞؼتٙذ

Ω∂اْ ٔشص -s  لؼٕت
FE  ،ثبثب ؿشى ساث٥ٗ لشاس ٌشفتٝ اػت 

 :[45]ساثٌٝ ص٤ش لبثُ ٔحبػجٝ ٞؼتٙذ

(25)  
  


s s

dnDNdnDNg e

j

e

ji
1

ˆ.ˆ.  

s ٚ1دس ا٤ٗ ساثٌٝ، s   ٜدٚ لؼٕت ٔشص٢ ٔتلُ ثٝ ٌاش

ٚ ٔٔبدَ  e جضءؿٕبسٜ ٌشٜ ٔح٣ّ دس  jاْ ٞؼتٙذ. -iٔشص٢ 

eاػت.  iثب ؿٕبسٜ ٌشٜ ػشاػش٢ 

jN   ٥٘ض ثٝ ًٛس خٌا٣ اص

اْ تب ٔمذاس كافش دس دٚ ٌاشٜ د٤ٍاش    -iٔمذاس ٤ه دس ٌشٜ 

دٚ لؼإت   ٞٙجبسػبص٢وٙذ. دس ٘ت٥جٝ ثب تغ٥٥ش ٣ٔ e جضء

s ٚ1ٔشص٢ s ٔتغ٥ش ت٤ٛٔن، ٚ اػتفبدٜ اصdld s 

 خٛا٥ٞٓ داؿت:

(26)  


1

0

1

1

0

ˆ.1ˆ.  dlnDdlnDg ss

i
 

lدس ا٤ٗ ساثٌاٝ  
s    ًاَٛ لؼإتs  ٚl

s+1   ًاَٛ لؼإت
1s َٛٔثٙذ٢ اسائٝ ؿذٜ دس سٚؽ  اػت. حبَ ؿج٥ٝ ثٝ فش

ٌبِشو٥ٗ ٔجت٣ٙ ثش ٔٛجه، ثب اػاتفبدٜ اص تٔش٤اف هاش٤ت    

 اْ ثٝ ؿىُ:-sيٌشا٘ظ ثشا٢ لؼٕت 

(27)   sees lnyxu ˆ).,(   
 ؿٛد: ثٝ ؿىُ ص٤ش تجذ٤ُ ٣ٔ (26) ساثٌٝ
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(28)  


1

0

1

1

0

1  ddg ss

i
 

دس ا٤ٙجب ٥٘ض هشا٤ت يٌشا٘اظ ٔجٟاَٛ تٔش٤اف ؿاذٜ، ثاب      

إٓبَ ؿشا٤ي ٔشص٢ لبثُ ٔحبػجٝ ٞؼتٙذ. اص ػ٢ٛ د٤ٍاش،  

λثب تٛجٝ ثٝ ثبثت ثٛدٖ 
s     ٝ  دس ٞاش لؼإت اص ٔاشص، ساثٌا

 ؿٛد: ثٝ ؿىُ ص٤ش ػبدٜ ٣ٔ (28)

(29)  1

2

1
  ss

ig   

ٝ  دس ٟ٘ب٤ت دػتٍبٜ ٔٔبديت ث٥بٖ  ثاٝ   (24) ؿاذٜ دس ساثٌا

 ؿٛد: كٛست ص٤ش ػبدٜ ػبص٢ ٣ٔ

(30) 





























FE

FE

FE

FE

FEFE

u

FE

v

FE

q

Fu

IH

HK


 

FEدس ا٤ٗ ساثٌٝ

vH،FE

uH ٚFEI  ثشا٢ إٓبَ ؿشا٤ي ٔشص٢

Ω∂ساث٥ٗ ثش ٔشص 
FE ؿٛ٘ذ. اػتفبدٜ ٣ٔ FE

vH   ٖثاب ثؼاي داد

 ثاشا٢ ٞب٢ ا٤ٗ ٔبتش٤غ  ؿٛد. دسا٤ٝ تٔش٤ف ٣ٔ (29) ساثٌٝ

ٝ    ٞب لؼٕت ثاشا٢ ٔشصٞاب٢    ؛٢ ٔاشص٢ ساثا٥ٗ ٔماذاس داؿات

٥٘ٛٔٗ ٍٕٞٗ ٚ د٤ش٤ـّٝ ٔمذاس كفش داسد. دس ٞش ػاٌش اص  

لشاس ٌشفتٝ ثش س٢ٚ ٔشص، ثاشا٢   iا٤ٗ ٔبتش٤غ ثٝ اصا٢ ٌشٜ 

ٚ ثااشا٢ ػااب٤ش   5/0دٚ لؼاإت ٔتلااُ ثااٝ آٖ ٓااذد    

 ؿٛد: س ِ٘ش ٌشفتٝ ٣ٔٞب٢ ٔشص٢ ٓذد كفش د لؼٕت

 

BSn

sisi

FE

vH
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Ω∂ٞب٢ ٔشص  تٔذاد لؼٕت BSدس ا٤ٗ ساثٌٝ 
FE  ٚn   تٔاذاد

Ωٞب٢ تٔش٤ف ؿذٜ دس  ٌشٜ
FE   ٞؼتٙذ. ٕٞچ٥ٙٗ ثب دس ِ٘اش

ثشا٢  (8) ٌشفتٗ ؿشى ٔشص٢ ساث٥ٗ تٔش٤ف ؿذٜ دس ساثٌٝ

FEاْ ص٤شٔاابتش٤غ-sاْ، دس ػااٌش -sلؼاإت ٔااشص٢ 

uH ،

s  ٔماذاس اْ -sػتٖٛ ٔتٙبُش ثب ٌشٜ اثتاذا٣٤ لؼإت   
/2γ  ٚ

 ٞب ٔمذاس كفش خٛاٞٙذ داؿت:   ػب٤ش ػتٖٛ
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l/1-٥٘ض لٌش٢ ثٛدٜ وٝ ثش س٢ٚ لٌش آٖ ٔمذاس IFE ٔبتش٤غ
s 

 ٥ٌشد:   لشاس ٣ٔ
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BS

FE

l

l
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q ٕٞچ٥ٙٗ، ثشداس ّْٔٔٛ 
FEٗوٙٙذٜ ٔمذاس ؿشى ٔشص٢  ت٥٥ٔ

λٚ ثشداس ٔجَٟٛ 
FE ٖٞب٢ يٌشا٘اظ دس   هش٤ت وٙٙذ٠ ث٥بBP 

 ٔشص٢ اػت:  لؼٕت

  TBSFE qqq 1  

 TBSFE  1  

تٛا٘ٙاذ ثلاٛست    دس ٟ٘ب٤ت، ؿشا٤ي ٔاشص٢ د٤ش٤ـاّٝ ٔا٣   

Kٔؼتم٥ٓ ٕٞب٘ٙذ سٚؽ س٤تض دس 
FE   ٚF

FE .إٓبَ ؿٛ٘ذ 

تروية دٍ رٍغ گالرويي هثتٌي تر هَجه ٍ  -3-3

 هحذٍد ياجسا
ثااٝ ِٔٙااٛس تشو٥اات دٚ دػااتٍبٜ ٔٔاابديت حبكااُ اص     

ٞب٢ ٌبِشو٥ٗ ٔجت٣ٙ ثش ٔٛجه ٚ اجاضا٢ ٔحاذٚد ٚ    سٚؽ

ٚاهااح دس واُ ٘بح٥اٝ ٞاذف، ؿااشى     ٣دػات٥بث٣ ثاٝ حّا   

ٔغٙب٥ًؼ٣ ٚ ٔـتك   پ٥ٛػت٣ٍ ثشاثش٢ ٔمبد٤ش ثشداس پتب٘ؼ٥ُ

Ω∂)دٚ ٘بح٥ٝ  ـتشن ٔشص ٔ دسآٖ )هش٤ت يٌشا٘ظ( 
C
 ثب٤ذ (

 :[14]تحمك ٤بثذ

(31) ),(),( hh

FE

hh

MF yxuyxu   

(32) skh  
 

λ
h  هش٤ت يٌشا٘ظ ٔفشٚم ٔتٙبُش ثبh- ا٥ٔٗ ٌشٜ ٔـتشن

لشاس ٌشفتٝ ثش ٔشص ٔـتشن دٚ ٘بح٥ٝ ثذٖٚ ٔؾ ٚ اجاضا٢  

Ω∂)ٔحاذٚد  
C
اػاات. ا٤ااٗ ٌااشٜ  (xh, yh)ثااب ٔختلاابت  (

اْ دس ٘بح٥ٝ ثذٖٚ ٔؾ اػات  -kٔـتشن ٔٔبدَ ٌشٜ ٔشص٢ 

دس ٘بح٥ٝ اجضا٢ ٔحاذٚد   اْ-sٚ اص ػ٢ٛ د٤ٍش ثٝ لؼٕت 

٥٘λض ٔتلُ اػت. 
k  ٚλ

s     ٕٞبٖ هاشا٤ت يٌشا٘اظ تٔش٤اف

ٞؼتٙذ. دس ٟ٘ب٤ت ثب تشو٥ات   (27) ٚ (14) ؿذٜ دس سٚاثي

ثاٝ ٤اه دػاتٍبٜ ٔٔابديت      (30) ٚ (17) ٔجٕٛٓٝ سٚاثي

 :[14]٤بث٥ٓ ثٝ ؿىُ ص٤ش دػت ٣ٔ جبْٔ

(33)
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FEٞاب٢  دس ا٤ٗ دػتٍبٜ، ص٤اش ٔابتش٤غ  

uG ،FE

vG، MF

uG ٚ
MF

vG       ٚٔشثٛى ثاٝ إٓابَ ؿاشا٤ي پ٥ٛػات٣ٍ ٚ استجابى د

Ω∂ٞاب٢ ٔـاتشن لاشاس ٌشفتاٝ ثاش س٢ٚ       ٘بح٥ٝ ثاش ٌاشٜ  
C 

، (31) دس ؿشى پ٥ٛػات٣ٍ  (9) ٞؼتٙذ. ثب جب٤ٍزاس٢ ثؼي

 ؿٛ٘ذ:  ٞب ثٝ ؿىُ ص٤ش تٔش٤ف ٣ٔ ا٤ٗ ص٤ش ٔبتش٤غ
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nc ٜٞب٢ لشاس ٌشفتٝ ثش ٔشص ٔـتشن  تٔذاد ٌش∂Ω
C   .اػات

 λh ٤ىتب ثاٝ   ٥٘٢ض ثب تخل٥ق ٔمذاس (32) ؿشى پ٥ٛػت٣ٍ

Ω∂ثش ٔشص ٔـتشن  ٞب
C     دس دسٖٚ ثاشداس هاشا٤ت يٌشا٘اظ

λٔجَٟٛ 
c  ؿٛد: ثشلشاس ٣ٔ 

 Tncc  1 

 ّاي پايِ هَجه تاتع -3-4
ثٝ ًٛس َٕٔٔٛ حَٛ ٔماذاس   27وٝ تٛاثْ ٔٛجهاص آ٘جب٣٤ 

ٚ داسا٢ ٔمذاس ٔتٛػي كفش ٞؼاتٙذ،   وٙٙذ ٣ٔكفش ٘ٛػبٖ 

ثشا٢ ا٤جابد تمش٤ات ٔٙبػات ٥٘ؼاتٙذ ٚ ٕٔٔاٛي  اص تٛاثاْ       

ثشا٢ ػبخت ٔجٕٛٓاٝ تٛاثاْ پب٤اٝ ٔٛجاه دس      28ٔم٥بع

ؿاٛد. تابثْ    تمش٤ت ٌبِشو٥ٗ ٔجت٣ٙ ثش ٔٛجه اػاتفبدٜ ٔا٣  

اص جّٕاٝ   ٞاب٣٤  ٤ٚظ٣ٌداسا ثٛدٖ ثٝ د٥ُِ  29ٔم٥بع داثچ٣

ٞاب   تاش٤ٗ ا٘تخابة   دٚسٜ ٔحذٚد ٚ ٔتٔبٔذ ثٛدٖ اص ٔٙبػات 

. اِجتٝ ثب٤ذ تٛجاٝ داؿات واٝ تٛاثاْ     [27-15،16،18]اػت

وٙٙاذ. ثاٝ    ٔم٥بع، تٟٙب ثب ا٘تمبَ تٔبٔذ خاٛد سا حفاَ ٔا٣   

 ٤ىاذ٤ٍش خبف ثاش   ٣ٓجبست د٤ٍش تٛاثْ ٔم٥بع دس ػٌح

 ٕٓٛد ٞؼتٙذ ٣ِٚ ثش تٛاثْ ٔم٥ابع ػاٌٛح د٤ٍاش ٕٓاٛد    

٥٘ؼتٙذ. ثاذ٤ٗ ٔٔٙا٣ واٝ، دس كاٛست اػاتفبدٜ اص تٛاثاْ       

ٔم٥بع ثٝ ٓٙٛاٖ ٔجٕٛٓٝ تٛاثْ پب٤ٝ ٔٛجه، فمي تمش٤ات  

ا٘جابْ  تٛاثْ پب٤اٝ ٤اه ٔم٥ابع خابف      اص ًش٤كتٛا٘ذ  ٣ٔ

ثٔاذ٢ ثاٝ    . ثٙبثشا٤ٗ ٔجٕٛٓٝ تٛاثْ پب٤ٝ ٔٛجاه ٤اه  ؿٛد

 :[27]ؿٛ٘ذ ؿىُ ص٤ش ت٥ِٛذ ٣ٔ

(34) 
)2(2)( 2/ ixx jjj

i    

 iپبسأتش ٔم٥بع ٚ   jتبثْ ٔم٥بع ٔبدس،  φ(x)اثٌٝ س ٤ٗدس ا

پبسأتش ا٘تمبَ ٞش دٚ آذاد كح٥ح ٞؼتٙذ. حبَ ثاب فاشم   

پز٤ش ثٛدٖ تبثْ ٔم٥ابع ٔٛجاه دٚ ثٔاذ٢ ٔاٛسد      تفى٥ه

ِ٘ش، تبثْ ٔم٥بع ٔٛجه دٚ ثٔذ٢ ثب اػتفبدٜ اص ساثٌٝ ص٤ش 

 :  [52]٣ اػتبث٤ دػتلبثُ 

(35) 
)().(),( yxyx    

ٔم٥بع ٔٛجه دٚ ثٔذ٢ ٔبدس داثچ٣ ٔشتجٝ  تبثْ (2ؿىُ )

ٝ دٞذ  ٘ـبٖ ٣ٔسا  3  وٝ دس ا٤ٗ تحم٥ك ثشا٢ ت٥ِٛذ ٔجٕٛٓا

 .تٛاثْ پب٤ٝ ثٝ وبس ٌشفتٝ ؿذٜ اػت

 

 
 .3تبثْ ٔم٥بع دٚ ثٔذ٢ داثچ٣ ٔشتجٝ  -(2ؿىُ )

 

أب ٕٞبٌ٘ٛس وٝ دس ٔمذٔٝ روش ؿاذ، سٚؽ ٌابِشو٥ٗ         

ٔجت٣ٙ ثش ٔٛجه ثٝ د٥ُِ كفش ثٛدٖ ٔمذاس تٛاثْ ٔٛجه ٚ 

ٔم٥بع ثش س٢ٚ ٔشصٞب، دس إٓابَ ؿاشا٤ي ٔاشص٢ ٘ابتٛاٖ     

ٔـىُ اص سٚؽ اهابفٝ واشدٖ تٛاثاْ     ٤ٗا اػت. ثشا٢ سفْ

ْ . دس ؿاٛد  پشؽ ثٝ ٔجٕٛٓٝ تٛاثْ پب٤ٝ اػتفبدٜ ٔا٣   ٔشاجا

ٝ اص تٛاثْ پشؽ چٙذ[ 15،24،25،27] ْ  ا٢ ٚ دس جّٕا  ٔشجا

اص تٛاثْ پشؽ ؿ٥ت ثاشا٢ إٓابَ ؿاشا٤ي ٔاشص٢ ٚ      [16]

اػت. ثحا    حذ فبكُ دس ٘بح٥ٝ ثذٖٚ ٔؾ اػتفبدٜ ؿذٜ 

ْ  ػبص٢ اسائٝ ؿذٜ دس تئٛس٢ ٚ ٘تب٤ج ؿج٥ٝ ٘ـابٖ   [16] ٔٙجا

 دسٞب  دٞذ وٝ تٛاثْ پشؽ ؿ٥ت ثٝ د٥ُِ ا٤ٙىٝ ٔـتك آٖ ٣ٔ

٥ٌش٘اذ،   ثٝ خٛد ٣ٔ سا تبثْ پّٝ ؿىُٔشصٞب٢ ٘ٛاح٣ دل٥مب  

تااش اص تٛاثااْ   دس إٓاابَ ؿااشا٤ي ٔااشص٢ ثؼاا٥بس ٔٛفااك   

وٙٙذ. ثٝ ٥ٕٞٗ ِٔٙٛس دس ا٤ٗ تحم٥ك  ا٢ ُٕٓ ٣ٔ چٙذجّٕٝ

    ٝ ا٢  اص تٛاثْ پشؽ ؿ٥ت ثٝ جاب٢ تٛاثاْ پاشؽ چٙذجّٕا

، ثاشا٢ إٓابَ ؿاشا٤ي حاذ     [25] ٌٔب١ِٔ اػتفبدٜ ؿذٜ دس
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ؿٛد.  اجضا٢ ٔحذٚد ٚ ثذٖٚ ٔؾ اػتفبدٜ ٣ٔفبكُ ٘بح٥ٝ 

ٔتٙبُش ثب ٘مبى اثتاذا٣٤   ثٟٙجبسثٔذ٢  تٛاثْ پشؽ ؿ٥ت ٤ه

ٚ ا٘تٟااب٣٤ ثاابصٜ ٔااٛسد حااُ ثااٝ ؿااىُ ص٤ااش تٔش٤ااف     

 :[16]ؿٛ٘ذ ٣ٔ

(36) xxs

slop 1)(
 

xxe

slop )(  

دٚثٔااذ٢، چٟاابس تاابثْ پااشؽ  ٣ثااذ٤ٗ تشت٥اات دس ٔح٥ٌاا

 ؿٛد: ٔش٤ف ٣ٔدٚثٔذ٢ ثٝ ؿىُ ص٤ش ت

(37) 
)()(),(1 yxyx s

slop

s

slop    
)()(),(2 yxyx e

slop

s

slop    

)()(),(3 yxyx s

slop

e

slop    

)()(),(4 yxyx e

slop

e

slop    
٘ـابٖ دادٜ  ( 3ؿاىُ ) ا٤ٗ تٛاثْ پشؽ ؿ٥ت دٚثٔاذ٢ دس  

ا٘ذ. دس ٟ٘ب٤ت پغ اص اهبفٝ وشدٖ ا٤ٗ تٛاثْ ؿ٥ت ثاٝ   ؿذٜ

ٔجٕٛٓٝ تٛاثْ پب٤ٝ ٔٛجاه لجّا٣، ٔجٕٛٓاٝ تٛاثاْ پب٤اٝ      

 :اػتدٚثٔذ٢ ثٝ كٛست ص٤ش 

(38) 
4,3 ,2 ,1        ),(

),(),(

,

,

,

, 21

21

21
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),(
21 , yxii      تٛاثْ ٔم٥ابع ٔٛجاه دٚثٔاذ٢ حبكاُ اص

دس دٚ  i1  ٚi2ثاٝ ا٘اذاصٜ     φ(x)ٔابدس ا٘تمابَ تابثْ ٔم٥ابع    

xr)(٘بح٥ٝ ٔٛسد حاُ،   دس  x   ٚyساػتب٢

k    تٛاثاْ پاشؽ

اْ اص ٔحا٥ي ٔاٛسد حاُ ٚ    -kؿ٥ت دس ص٤ش ٘بح٥ٝ 
21 ,iia  ٚ

r

kb .هشا٤ت ٔتٙبُش ثب ا٤ٗ تٛاثْ پب٤ٝ ٞؼتٙذ 

 

 ظازي ًتايج ؼثيِ   -4
ٝ ٣٤ سٚؽ پ٥ـاٟٙبد٢ دس حاُ   وبساثب ٞذف اسص٤بث٣   ٔؼاأِ

ٝ   پ٥ـشٚ ٔمٌْ ّٕٓا٣ اص   ا٢ ٍ٘بس٢ اِمب٢ ٔغٙب٥ًؼا٣، ٕ٘ٛ٘ا

ٓ  8ٍ٘بس اِمب٢ ٔغٙب٥ًؼا٣   ٤ه ػ٥ؼتٓ ٔمٌْ پ٥چاٝ دس   ػا٥

اص ا٤اٗ   ( ًشح٣ ٕ٘بد٤ٗ سا4ؿىُ )ِ٘ش ٌشفتٝ ؿذٜ اػت. 

پاا٥چ تحش٤ااه ٚ ٥ٌش٘ااذٜ ٘ـاابٖ   ػاا٥ٓ 8ػ٥ؼااتٓ ؿاابُٔ 

ػ٥ٓ ثب ػٌح دٚس  50. ٞش ػ٥ٓ پ٥چ ٔتـىُ اص [44]دٞذ ٣ٔ

mmٔمٌْ
اػات. دس ا٤اٗ ؿاىُ، ػ٥ؼاتٓ دس حابِت٣       1  2

   ٓ  ٣پا٥چ جش٤اب٘   فشم ؿذٜ اػت وٝ دس آٖ ثاٝ اِٚا٥ٗ ػا٥

ػ٥ٙٛػ٣ ثب چٍب٣ِ جش٤بٖ
21

m
MAJ   إٓبَ ٔا٣  ٚ  ؿاٛد 

ؿاٛد.   ٞب ا٘جبْ ٣ٔ پ٥چ اص ػب٤ش ػ٥ٓ اِمب٣٤ ٥ٌش٢ ِٚتبط ا٘ذاصٜ

ٔفااشٚم، هااش٤ت سػااب٘ب٣٤ جؼاآ ٞااذف   ٔؼااأِٝدس 

m
s5 ٞٛا ،

m
s15105  حجٓ ٞبد٢ ٚ

m
s1 

ٞاب اص جاٙغ ٔاغ ثاب هاش٤ت       پ٥چ فشم ؿذٜ اػت. ػ٥ٓ

سػااب٘ب٣٤ 
m

s7108.5  ٜا٘ااذ. هااشا٤ت  ػاابختٝ ؿااذ

 r=1μٞب ٚ جؼٓ  پ٥چ ٘فٛرپز٤ش٢ ٔغٙب٥ًؼ٣ ٘ؼج٣ ٞٛا، ػ٥ٓ

و٥ّاٛٞشتض فاشم    5ا٘ذ. فشوب٘غ تحش٤ه ٥٘اض   فشم ؿذٜ

 ٓ  ٔحاابفَ )ؿاا٥ّذ(ٞااب دس داخااُ  پاا٥چ ؿااذٜ اػاات. ػاا٥

لااشاس  m 2/0ٚ ٕٓااك  m 2/0اِىتشٚٔغٙااب٥ًغ ثااٝ لٌااش  

٘ابْ حفابٍ    ثاب وٝ  -اِىتشٚٔغٙب٥ًغ  حفبٍا٘ذ. ا٤ٗ  ٌشفتٝ

ٞب اص  ٥ٌش٢ پز٤ش٢ ا٘ذاصٜأث٥شاص ت -ؿٛد فّض٢ ٥٘ض ؿٙبختٝ ٣ٔ

جّا٥ٌٛش٢  ىا٣ خابسج٣   ٞاب٢ ٔغٙب٥ًؼا٣ ٚ اِىتش٤   ٥ٔذاٖ

ٞب ثاٝ صٔا٥ٗ    پ٥چ وٙٙذٜ ػ٥ٓ . ا٤ٗ كفحٝ فّض٢ ٔحبىوٙذ ٣ٔ

 حفاابٍا٤ااٗ  فااشم ؿااذٜ خاابس  اص ؿااٛد.  ٚكااُ ٔاا٣

 ٤ٗا . دس ااػات كافش  ثشاثاش   ذا٥ٖٔؿذت ٔغٙب٥ًغ اِىتشٚ

 ثٙذ٢ سا ٔؾحفبٍ ، خبس  [3،43،44]جْ أـبثٝ ٔش ٔؼأِٝ

   ؿٛد. إٓبَ ٣ٔ ٔشص ٢ؿشى د٤ش٤ـّٝ كفش سٚ ؛٘ىشدٜ

        ٝ            ثااب اثٔاابد  ا٢ دس ٚػااي ٘بح٥ااٝ ٔااٛسد حااُ، ٘بح٥اا
m 08/0×08/0  ٝدس ثش ٥ٌش٘ذٜ جؼٓ ٞذف اػت )٘بح٥اٝ  و

ثذٖٚ ٔؾ(، ثشا٢ حُ ثٝ سٚؽ ٌبِشو٥ٗ ٔجت٣ٙ ثش ٔٛجاه  

ت. ثشا٢ ا٤ٗ ِٔٙٛس ا٤ٗ ٘بح٥ٝ اثتاذا  دس ِ٘ش ٌشفتٝ ؿذٜ اػ

ٓاذد   1225ٚ ػپغ ؿٛد  ٣ٔ٘مٌٝ تمؼ٥ٓ  81×81ثٝ تٔذاد 

ثٔذ٢ تبثْ پشؽ ؿ٥ت دٚ 81ٛجه ثٝ ٕٞشاٜ تبثْ ٔم٥بع ٔ

ص٤اش ٘بح٥اٝ(    64٘بح٥اٝ ثاذٖٚ ٔاؾ ثاٝ     واشدٖ  )ثب تمؼ٥ٓ 

دٞٙذ. ٘بح٥ٝ ث٥شٚ٘ا٣ ٥٘اض    ٔجٕٛٓٝ تٛاثْ پب٤ٝ سا تـى٥ُ ٣ٔ

ؿاٛد   دس ِ٘ش ٌشفتٝ ٔا٣ ثشا٢ حُ ثٝ سٚؽ اجضا٢ ٔحذٚد 

 ثٙاذ٢ ا٤اٗ ٘بح٥اٝ دس    )٘بح٥ٝ اجضا٢ ٔحذٚد(. ٘حاٜٛ ٔاؾ  

ٕب٤ؾ دادٜ ؿذٜ اػات. ا٤اٗ ٘بح٥اٝ ثاٝ وٕاه      ( 5٘ؿىُ )

تمؼ٥ٓ ؿاذٜ   جضء 1421ٌشٜ، ثٝ تٔذاد  760تٔش٤ف تٔذاد 

 دساػت. ثذ٤ٗ تشت٥ات ٔماذاس ثاشداس پتب٘ؼا٥ُ ٔغٙب٥ًؼا٣      

 ٞب٢ ٘بح٥ٝ اجضا٢ ٔحاذٚد ٚ هاشا٤ت تٛاثاْ پب٤اٝ دس     ٌشٜ

دٞٙاذ. ثاب    ٞب سا تـى٥ُ ٔا٣  ٘بح٥ٝ ثذٖٚ ٔؾ ثشداس ٔجَٟٛ

ْ  ٔؼأِٝٞب،  ٔحبػجٝ ا٤ٗ ٔجَٟٛ ٍ٘ابس٢ اِماب٢    پ٥ـشٚ ٔمٌا

ؿاىُ  ؿاٛد. دس   ٔغٙب٥ًؼ٣ دس ػ٥ؼتٓ ٔٛسد ثح  حُ ٣ٔ

 ثاب ِفٝ حم٥م٣ ثشداس پتب٘ؼ٥ُ ٔغٙب٥ًؼ٣ ثذػت آٔذٜ ؤٔ( 6)
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ثااذٖٚ ٔااؾ ٔجتٙاا٣ ثااش  –سٚؽ تشو٥جاا٣ اجااضا٢ ٔحااذٚد 

ٔٛجه دس وُ ٘بح٥ٝ ٔٛسد حُ ٕ٘ب٤ؾ دادٜ ؿذٜ اػت. ثاب  

ٞذف اسص٤بث٣ ٘تب٤ج حبكُ اص ا٤اٗ سٚؽ تشو٥جا٣، تٛص٤اْ    

ثشداس پتب٘ؼ٥ُ ٔغٙب٥ًؼ٣ دس وُ ٘بح٥ٝ حاُ ثاب اػاتفبدٜ اص    

سٚؽ اجضا٢ ٔحذٚد ٥٘ض ثذػت آٚسدٜ ؿاذٜ اػات. ٔاؾ    

جاٝ  ٕ٘ب٤ؾ دادٜ ؿذٜ اػت. ٘ت٥( 7ؿىُ )ٔٛسد اػتفبدٜ دس 

اػات. دس   جاضء  1465ٌاشٜ ٚ   771ثٙاذ٢ ا٤جابد    ا٤ٗ ٔؾ

٥٘ااض تٛص٤ااْ ِٔٛفااٝ حم٥ماا٣ ثااشداس پتب٘ؼاا٥ُ   ( 8ؿااىُ )

ٔغٙب٥ًؼ٣ ثذػت آٔذٜ اص سٚؽ اجاضا٢ ٔحاذٚد ٕ٘اب٤ؾ    

 دادٜ ؿذٜ اػت.  

 

 
 تٛاثْ پشؽ ؿ٥ت دٚ ثٔذ٢. -(3) ؿىُ

 

 

 
 چ٥ٝپ ٥ٓػ 8ٍ٘بس٢  اص ػ٥ؼتٓ ٔمٌْ ًشح٣ ٕ٘بد٤ٗ -(4) ؿىُ

 .[44] پ٥ـشٚ ٔؼأِٝٔفشٚم ثشا٢ حُ 

 

ثشا٢ اثجبت وبسا٣٤ سٚؽ تشو٥ج٣، ٘تب٤ج ا٤ٗ سٚؽ ثاب        

٘تب٤ج سٚؽ اجضا٢ ٔحذٚد دس ٘ٛاح٣ ٔختّف ٔمب٤ؼٝ ؿذٜ 

 ٥ٌ7ش٢ ؿاذٜ اص   ِٚتبطٞب٢ ا٘ذاصٜ  اػت. ٘تب٤ج ٔمب٤ؼٝ ٔمذاس

وٝ ثٝ وٕه  -دْٚ تب ٞـتٓ(  ٢ٞب چ٥پٓ ٥)ػ ش٘ذ٥ٌٜپ٥چ  ػ٥ٓ

 ٢ٚ اجاضا  ٢ـٟٙبد٥پ ٣ج٥دٚ سٚؽ تشو ثب ؼت٥ٓػ ٢ػبصٝ ٥ؿج

 دل٥ك وٝ اص سٚؽ ج٤ثب ٘تب -ا٘ذ ٔحذٚد َٕٔٔٛ ٔحبػجٝ ؿذٜ

ثذػت آٔاذٜ   جضء 93760ٌشٜ ٚ  47181 ثبٔحذٚد  ٢اجضا

. ا٤اٗ ٔمب٤ؼاٝ   ا٘اذ  ٌاشدآٚس٢ ؿاذٜ   (1جاذَٚ )  دس اػت،

 ٣دلت خاٛة سٚؽ پ٥ـاٟٙبد٢ دس اسائاٝ حّا     دٞٙذ٠ ٘ـبٖ

٥٘اض دسكاذ   ( 2جاذَٚ ) دس پ٥ـاشٚ اػات.    ٔؼأِٝدل٥ك اص 

ؿذٜ ٚ خٌب٢ فبص ثا٥ٗ ثاشداس پتب٘ؼا٥ُ    ٞٙجبس ثش ؤخٌب٢ ٔ

ٔغٙب٥ًؼ٣ حبكُ اص ػٝ سٚؽ تشو٥جا٣ پ٥ـاٟٙبد٢، سٚؽ   

ْ  تشو٥ج٣ ٔٔشف٣ ؿذٜ دس ٝ ) [25] ٔشجا وبس٥ٌش٘اذٜ تٛاثاْ    ثا

ثب ٘تب٤ج حاُ   َٕٔٔٛ ا٢( ٚ اجضا٢ ٔحذٚد پشؽ چٙذجّٕٝ

ُ    1201دل٥ك دس  ٔمب٤ؼاٝ ؿاذٜ    ٘مٌاٝ دس دسٖٚ ٘بح٥اٝ حا

ساثٌٝ ص٤ش ثذػت  اصؿذٜ  ٞٙجبسثش ؤدسكذ خٌب٢ ٔاػت. 

 آٔذٜ اػت:  

(39) 












N

i

i

N

i

ii

rmsn

f

ff

error

1

2

1

2)
~

(

100%
 

 

 
سٚؽ  ٥ّٝثٝ ٚػٔؾ ثٙذ٢ ٘بح٥ٝ وٙبس٢ ثشا٢ حُ  -(5) ؿىُ

          ثذٖٚ ٔؾ دس ٔؼأِٝ  –تشو٥ج٣ اجضا٢ ٔحذٚد 

 .چ٥ٝپ ٥ٓػ 8ٍ٘بس  ٔمٌْ
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لؼٕت حم٥م٣ ثشداس پتب٘ؼ٥ُ ٔغٙب٥ًؼ٣  تٛص٤ْ -(6) ؿىُ

 ثذٖٚ ٔؾ.  -حبكُ اص سٚؽ تشو٥ج٣ اجضا٢ ٔحذٚد

 

 
سٚؽ  ٥ّٝثٝ ٚػثٙذ٢ وُ ٘بح٥ٝ ثشا٢ حُ  ٔؾ  -(7) ؿىُ 

 .چ٥ٝپ ٥ٓػ 8ٍ٘بس  اجضا٢ ٔحذٚد دس ٔؼأِٝ ٔمٌْ

 

 (،39) ٝساثٌدس       
if

~

ٔمذاس پتب٘ؼ٥ُ تمش٤ت صدٜ ؿاذٜ ٚ   

fi  .( 2جاذَٚ ) ٔمب٤ؼٝ ٘تب٤ج دس  ٔمذاس دل٥ك پتب٘ؼ٥ُ اػت

سٚؽ پ٥ـٟٙبد٢ تشو٥ج٣ واٝ دس آٖ اص تٛاثاْ   حبكُ اص دٚ 

ثب سٚؽ تشو٥جا٣ اسائاٝ ؿاذٜ دس     ،پشؽ ؿ٥ت اػتفبدٜ ؿذٜ

ٝ    [25]ٔشجْ  ثاٝ وابس   ا٢  وٝ دس آٖ تٛاثاْ پاشؽ چٙذجّٕا

دٞذ ثٝ د٥ُِ ا٤جبد دل٥ك ٔـتك تٛاثاْ   ٌشفتٝ ؿذٜ، ٘ـبٖ ٣ٔ

پشؽ ؿ٥ت ثٝ ؿىُ تبثْ پّٝ ثش س٢ٚ ٔشص دٚ ٘بح٥ٝ، دلات  

پ٥ـشٚ تٛػي سٚؽ تشو٥ج٣ دس كٛست اػتفبدٜ  ٔؼأِٝحُ 

٤بثذ. اِجتاٝ   ا٢ ٣ٔ اص تٛاثْ پشؽ ؿ٥ت افضا٤ؾ لبثُ ٔلاحِٝ

 ؛ٌاشدد  ا٤ٗ ٔٛهّٛ ثٝ افضا٤ؾ تٔذاد تٛاثْ پشؽ ٥٘ض ثش ٔا٣ 

فبكُ ث٥ـتش ؿٛد،  تٔذاد تٛاثْ پشؽ حذ ا٘ذاصٜچشا وٝ ٞش 

ٔشص دٚ ٘بح٥ٝ افضا٤ؾ ث٥ـتش٢ خٛاٞذ  دسجٝ آصاد٢ حُ دس

 ح٥ٝ ثٟتش ثٝ ٤ىذ٤ٍش اتلابَ ٤بفتاٝ؛  داؿت ٚ دس ٘ت٥جٝ دٚ ٘ب

ثب دلت ثٟتش٢ تمش٤ت سا د٘جبَ خٛاٞٙذ وشد. ا٤ٗ دس حاب٣ِ  

ٝ س كٛست اػتفبدٜ اص تٛاثْ پاشؽ چٙذ ػت وٝ دا ا٢،  جّٕا

واٝ وٛچاه ؿاذٖ ص٤اش      -ثب افضا٤ؾ تٔاذاد تٛاثاْ پاشؽ    

 -٘ٛاح٣ تٔش٤ف تٛاثْ پشؽ سا ثاٝ د٘جابَ خٛاٞاذ داؿات    

ثٝ خٛد خٛاٞذ ٌشفت  سا ٔـتك ا٤ٗ تٛاثْ ؿىُ تبثْ هشثٝ

دٞذ، ثّىاٝ   افضا٤ؾ ٘ٝ تٟٙب دلت حُ سا افضا٤ؾ ٣ٕ٘  ٚ ا٤ٗ

ٕٞچٙا٥ٗ   ؿاٛد.  ٔٛسد ِ٘ش ٣ٔ تمش٤ت ثبٓ  افضا٤ؾ خٌب٢

ج سٚؽ پ٥ـٟٙبد٢ ثب اجاضا٢ ٔحاذٚد ٕٔٔاَٛ،    ٔمب٤ؼٝ ٘تب٤

افضا٤ؾ دلت دس سٚؽ تشو٥جا٣ پ٥ـاٟٙبد٢ ثاٝ     دٞٙذ٠ ٘ـبٖ

 دس ٔمب٤ؼاٝ ثاب  پز٤ش٢ ٚ دسجٝ آصاد٢  د٥ُِ افضا٤ؾ اٌ٘ٔبف

اجضا٢ ٔحذٚد َٕٔٔٛ ٚ دس ٥ٓٗ حبَ افضا٤ؾ صٔبٖ سٚؽ 

 ٔحبػجبت اػت.  

 

 
تٛص٤ْ لؼٕت حم٥م٣ ثشداس پتب٘ؼ٥ُ ٔغٙب٥ًؼ٣  -(8) ؿىُ

سٚؽ اجضا٢ ٔحذٚد َٕٔٔٛ ثشا٢ وُ              صحبكُ ا

 بح٥ٝ ٔٛسد حُ.٘

 

اِجتٝ دس ا٤ٗ ٔمب٤ؼٝ ثب٤ذ ثٝ ا٤ٗ ٘ىتٝ تٛجٝ داؿت واٝ        

٥ٌاش٢ ٔاؾ    وبس ثٝ٘تب٤ج سٚؽ اجضا٢ ٔحذٚد ثب اػتفبدٜ اص 

ٝ ٤ٚ ثاب فاشم ا  ٤ىٙٛاخت  غ٥ش  ٣٘اٛاح  ٢ٔىابٖ ٔشصٞاب   ٙىا

 ؼاا٤ٝٚ ٔمب ؛ ثذػاات آٔااذٜ ،ّٔٔااْٛ ٞؼااتٙذ ٔؼااأِٝ ٣داخّاا

ٔٔىٛع  ٔؼأِٝاػت وٝ دس حُ   ٚ ا٤ٗ دس كٛست٣ ا٘ذ ؿذٜ

ٍ٘بس٢ اًلآبت وبف٣ اص ٞٙذػٝ ٔحا٥ي ٔاٛسد حاُ     ٔمٌْ

وبس٥ٌش٢ ٔؾ غ٥ش ٤ىٙٛاخت ٌٔٙجاك ثاب    ٔٛجٛد ٥٘ؼت ٚ ثٝ

ْ    ٔح٥ي ٔٛ ٍ٘ابس٢ اِىتش٤ىا٣    سد حاُ ثاشا٢ ٔؼابئُ ٔمٌا

ِٝ أثااشا٢ ٔؼاا [16]پااز٤ش ٘خٛاٞااذ ثااٛد. دس ٔشجااْ  أىاابٖ

ٍ٘بس٢ أپذا٘غ اِىتش٤ى٣ ٘ـبٖ دادٜ ؿذٜ اػات واٝ    ٔمٌْ
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دس كااٛست اػااتفبدٜ اص ٔااؾ ٤ىٙٛاخاات دس حااُ اجااضا٢ 

ثاذٖٚ ٔاؾ    -ٔحذٚد، دلت سٚؽ تشو٥ج٣ اجضا٢ ٔحذٚد 

ٝ ٔجت٣ٙ ثش ٔٛجه دس حاُ   ٚؽ اجاضا٢  پ٥ـاشٚ اص س  ٔؼاأِ

ٔحذٚد ث٥ـتش خٛاٞذ ثٛد. ا٤ٗ ٔٛهاّٛ ثا٤ٛظٜ دس ٔؼابئُ    

 داسا٢ ٞٙذػٝ ٔتغ٥٥ش ثٝ ٚهٛح لبثُ ٔـبٞذٜ اػت.

 
 

 

تحش٤ه ؿذٜ اػت( حبكُ  1پ٥چ  )ٚلت٣ وٝ ػ٥ٓ چ٥ٝپ ٥ٓػ 8ٍ٘بس  ٥ٌش٢ ؿذٜ اص ػ٥ؼتٓ ٔمٌْ ِٚتبطٞب٢ ا٘ذاصٜ  ٔمذاس ٔمب٤ؼٝ -(1جذَٚ )

 ثذٖٚ ٔؾ ٔجت٣ٙ ثش ٔٛجه ٚ اجضا٢ ٔحذٚد ثب ٘تب٤ج حُ دل٥ك  -دٚ سٚؽ پ٥ـٟٙبد٢ تشو٥ج٣ اجضا٢ ٔحذٚد  ثبػبص٢  اص ؿج٥ٝ

 

 

 اجضا٢ ٔحذٚد َٕٔٔٛٚ  [25] ٔشجْ ؿذٜ دس ٣ٔٔشف٣٤ سٚؽ تشو٥ج٣ پ٥ـٟٙبد٢، تشو٥ج٣ أمب٤ؼٝ وبس -(2جذَٚ )

 رٍغ

تعذاد 

ّاي  گرُ

اجساي 

 هحذٍد

تعذاد تَاتع 

 پايِ

درجِ 

 آزادي

 يدرصذ خطا

 ثر ًرهال ؼذُؤه
 فاز يخطا

 *زهاى هحاظثات

 )ثاًيِ(

ترويثي پيؽٌْادي )تا 

 وارگيري تَاتع پرغ ؼية( تِ
760 1306 2066 3883/3 2142/0 5925/3 

وارگيري تَاتع  ترويثي تا تِ

 [25]اي  پرغ چٌذجولِ
760 1229 1989 2124/5 2446/0 1237/3 

 7439/0 1988/0 4366/3 771 - 771 اجساي هحذٍد هعوَل
 .ا٘جبْ ؿذٜ اػت Core i7 3.06 GHz CPU, 4 GB RAMٔحبػجبت دس ٤ه سا٤ب٘ٝ ثب پشداص٘ذٜ *

 

پيچ  ظين

 گيرًذُ
 حل دليك

 رٍغ اجساي هحذٍد رٍغ پيؽٌْادي

 حل
خطاي 

 اًذازُ

خطاي 

فاز 

 )رادياى(

 حل
خطاي 

 اًذازُ

خطاي 

فاز 

 )رادياى(

2 2553/0j-2025/7 5570/0j-7340/5 4460/1 0614/0 2228/0j-4329/6 7703/0 0008/0 

3 1955/0j-7661/0 2395/0j-7061/0 0450/0 0772/0 1781/0j-7236/0 0455/0 0085/0 

4 0725/0j-1660/0 0774/0j-1314/0 0287/0 1204/0 0633/0j-1577/0 0113/0 0304/0 

5 0020/0j-0006/0 0013/0j+0019/0- 0002/0 8324/3 0038/0j+0031/0- 0028/0 5193/3 

6 0547/0j+1330/0- 0570/0j+0976/0- 0308/0 1385/0 0573/0j+1313/0- 0005/0 0214/0 

7 1392/0j+5824/0- 2553/0j+7666/0- 2092/0 0869/0 1391/0j+5631/0- 0187/0 0076/0 

8 2696/0j+3269/6- 6371/0j+5194/6- 2178/0 0548/0 2675/0j+8831/5- 4435/0 0029/0 
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 گيري  ًتيجِ   -5
ٝ  لبدس ثاٝ اسائاٝ حاُ دل٥اك      سٚؽ اجضا٢ ٔحذٚد  ثاشا٢ ٔؼاأِ

ٝ  پ٥ـشٚ ٔمٌْ ٞاب٢ پ٥چ٥اذٜ    ٍ٘بس٢ اِمب٢ ٔغٙب٥ًؼ٣ دس ٞٙذػا

أب اص آ٘جب٣٤ واٝ ٘تاب٤ج سٚؽ اجاضا٢ ٔحاذٚد ثؼا٥بس       ؛اػت

ٓ   ٔاٛاسد٢ اػات، دس   اجاضا ٚاثؼتٝ ثٝ ؿىُ ٚ ا٘ذاصٜ   واٝ جؼا

ٔثُ ٘اٛاح٣ ٔتحاشن داخاُ     ،دس حبَ تغ٥٥ش ؿىُ اػت ٞذف

 اصثذٖ، ا٤ٗ سٚؽ خٌب٢ ص٤بد٢ سا ثٝ ٕٞشاٜ خٛاٞاذ داؿات.   

ػ٢ٛ د٤ٍش ثٝ د٥ُِ ا٤ٙىٝ سٚؽ ٌابِشو٥ٗ ٔجتٙا٣ ثاش ٔٛجاه     

٥٘ؼت، ا٤ٗ ٔحذٚد٤ت سا ٘ذاسد ٚ ثشا٢ ٘اٛاح٣  ٚاثؼتٝ ثٝ ٔؾ 

كفش ثٛدٖ ٔماذاس   ٥ُثٝ دِٔتحشن ٔٙبػت اػت. دس ٥ٓٗ حبَ 

تٛاثْ پب٤ٝ ٔٛجه دس ٔشصٞب٢ ٘بح٥ٝ، سٚؽ ٌبِشو٥ٗ ٔجت٣ٙ ثاش  

ٞاب٢   اػاتفبدٜ اص سٚؽ ٔٛجه ثشا٢ إٓبَ ؿشا٤ي ٔاشص٢ ثاٝ   

دس داسد وٝ دلت وٕتش٢ دس إٓبَ ؿاشا٤ي ٔاشص٢   ٥٘بص خبك٣ 

ٚؽ اجضا٢ ٔحذٚد داسد. ٕٞچ٥ٙٗ ا٤ٗ سٚؽ ثشا٢ س ٔمب٤ؼٝ ثب

ٞب٢ پ٥چ٥ذٜ ثب ٔـىُ سٚثاشٚ اػات. اص    ثٝ وبس٥ٌش٢ دس ٞٙذػٝ

ٞب دس  ًشف د٤ٍش، ثٝ د٥ُِ ٥٘بصٔٙذ٢ ثٝ ٔحبػجٝ ٓذد٢ ا٘تٍشاَ

ٔحبػجٝ تح٥ّّا٣  دس ٔمب٤ؼٝ ثب سٚؽ ٌبِشو٥ٗ ٔجت٣ٙ ثش ٔٛجه 

ٞااب دس سٚؽ اجااضا٢ ٔحااذٚد، سٚؽ ٌاابِشو٥ٗ ٔجتٙاا٣ ثااش   آٖ

وٙاذ.   ٔبٖ ث٥ـتش٢ سا ثشا٢ ا٘جبْ ٔحبػجبت كشف ٣ٔٔٛجه ص

ؿٛد وٝ ثب تشو٥ت دٚ سٚؽ ٌابِشو٥ٗ   ثذ٤ٗ تشت٥ت ٔـبٞذٜ ٣ٔ

تٛاٖ ٕٞضٔبٖ اص  ٔجت٣ٙ ثش ٔٛجه ٚ اجضا٢ ٔحذٚد َٕٔٔٛ، ٣ٔ

ا٤جابد ساثٌاٝ ثا٥ٗ دٚ      ٞب٢ ٞش دٚ سٚؽ ػٛد ثشد. ثشا٢ ٔض٤ت

اهابفٝ واشدٖ   اجضا٢ ٔحاذٚد ٔججاٛس ثاٝ    ٘بح٥ٝ ثذٖٚ ٔؾ ٚ 

پشؽ ثٝ ٔجٕٛٓٝ تٛاثْ پب٤ٝ ٔٛجه ٞؼت٥ٓ. دس ا٘تخابة   تٛاثْ

٘ٛاح٣، اػتفبدٜ اص سٚؽ اجضا٢ ٔحاذٚد دس ٘اٛاح٣ ٔاشص٢ ٚ    

ٓ  شاسداسا٢ ٞٙذػٝ پ٥چ٥اذٜ ٔثاُ ٔحاُ ل    ٞاب ٚ   پا٥چ  ٥ٌاش٢ ػا٥

ٌبِشو٥ٗ ٔجت٣ٙ ثش ٔٛجه دس ٘ٛاح٣ ٔتحشن ثٟتش٤ٗ ٘ت٥جاٝ سا  

 سٚؽ پ٥ـٟٙبد٢ تشو٥ج٣ٔمب٤ؼٝ ٘تب٤ج ثٝ ٕٞشاٜ خٛاٞذ داؿت. 

ٖ    ثب لبث٥ّات سٚؽ   دٞٙاذ٠  سٚؽ اجضا٢ ٔحاذٚد ٕٔٔاَٛ ٘ـاب

ثذٖٚ ٔؾ ٔجتٙا٣ ثاش ٔٛجاه دس     –پ٥ـٟٙبد٢ اجضا٢ ٔحذٚد 

 ٍ٘بس٢ اِمب٢ ٔغٙب٥ًؼ٣ اػت. پ٥ـشٚ ٔمٌْ ٔؼأِٝحُ 
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