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Finding the center of rotation (COR) is needed for defining the anatomical axis of the 

skeletal system and for the kinematic calculation of joints in biomechanical studies. For 

this purpose, predictive and functional methods can be used. In the predictive methods, 

regression equations obtained from anthropometric measurements are used, and in the 

functional methods, the relative motion of the two adjacent segments is used to find 

COR. The purpose of this study is to formulate the circle fitting algorithm as a functional 

method with two analytical and optimization solutions. In order to evaluate the 

algorithm, error analysis was performed by both analytical and numerical methods. 

Also, effective factors in error estimating of COR position such as standard deviation of 

measurement system error (σ), rotation angle (α) and the distance between marker and 

COR (r), was evaluated. The results showed a high correlation (r=0.99) between 

analytical and numerical solution, which proved the accuracy of the error analysis. In 

this study, optimization method according to the accuracy of better estimates in low 

quantities α, less influence on high quantities σ and high speed in problem solving, can 

be taken into consideration to reconstruct human movements in biomechanical studies. 

Use of functional methods, eliminates the need for attaching markers to anatomical 

landmarks and provides a new development in motion data acquisition. 

 

 

 

 

Copyright © 2021 by ISBME, http://www.ijbme.org - All rights reserved
This work is licensed under a Creative Commons Attribution-NonCommercial 4.0 International License

http://www.ijbme.org/


 

 

 www.isbme.irناشر: انجمن مهندسی پزشکی ایران  /  

 

 مهندسی پزشکی زیستی یمجله
 

 www.ijbme.org/    6008-5869/  شاپای الکترونیکی:   8006-9685شاپای چاپی: 
 

 55 - 5، 5011بهار ، 5، شماره: 51دوره: 
 

 

 

 ی مسئولنویسنده*

 نشانی ایران ی سلامت، دانشگاه یزد، یزد،های پشتیبان در توسعهی علمی سامانهی مهندسی مکانیک / هستهدانشکده

 کد پستی 6509606100 تلفن +20828908-29-56

 پست الکترونیک hadihonarvar@yazd.ac.ir دورنگار +26808260-29-56
 

 

ده از حداقل یک مارکر با ای بدن انسان با استفابازسازی و تحلیل خطای حرکات صفحه

 نصب آزاد روی هر قطعه
 

  3لطفعلیان، مصطفی / حاج *2/ هنرور، محمدهادی  5فر، فاطمه اکبری
 

 ی مهندسی مکانیک، دانشگاه یزد، یزد، ایراندانشجوی کارشناسی ارشد، دانشکده – 0
 ی سلامت، دانشگاه یزد، یزد، ایرانیبان در توسعههای پشتی علمی سامانهی مهندسی مکانیک / هستهاستادیار، دانشکده – 8
 ی سلامت ، دانشگاه یزد، یزد، ایرانهای پشتیبان در توسعهی علمی سامانهدکتری بیومکانیک ورزش، هسته – 2

 
 مشخصات مقاله

 .IJBME.2021/128760.159910.22041 دیجیتال: یشناسه

 0100فروردین  88 پذیرش: 0255من به 02 بازنگری: 0255خرداد  06 ثبت در سامانه:

 
 های کلیدیواژه چکیده

 یومکانیکیب مطالعات در و اسکلتی سیستم آناتومیکی محور تعریف برای دوران مرکز موقعیت یافتن

و  نبیپیش هایروش از توان. برای این منظور میاست ضروری مفاصل کینماتیک یمحاسبه برای

 هایگیریمعادلات رگرسیونی حاصل از اندازه از بینپیش ایهروش درکردی استفاده کرد. عمل

ز یافتن مرک برایمجاور مفصل  هایحرکت نسبی اندام ازکردی عمل هایدر روش و آنتروپومتریکی

روشی  عنوان به دایره برازش الگوریتم کردن فرموله مطالعه این از هدف .شودمی استفادهدوران  آنی

 دو به طاخ لیتحل ،ی الگوریتمابیارز منظور به. است سازیبهینه و لیلیتح حل روش دو باعملیاتی 

 انحراف مانند دوران مرکز تیموقع نیتخم یخطا در موثر عوامل و انجام شده یعدد و یلیتحل روش

( r) دوران مرکز از گرنشان یفاصله و( αدوران ) یهیزاو ،(σ) یبردارداده ستمیس یخطا اریمع از

( بین دو روش حل r=55/0) بالا همبستگیوجود حاکی از  نتایجه است. گرفت ارقر یبررس مورد

 و یلیتحل حل روش دو نیب از. کرده استکه صحت تحلیل خطا را اثبات  بودهتحلیلی و عددی 

 ترطلوبم نیتخم دقت به توجه با یسازنهیبه روش ،ه استشد یبررس مطالعه نیا در که یسازنهیبه

 در تواندیم له،امس حل در بالا سرعت و σ یبالا ریتر در مقادکم یریپذریتاث ،αپایین  مقادیردر 

. با گسترش استفاده از ردیگ قرار توجه مورد انسان حرکات یبازساز یبرا یکیومکانیب مطالعات

ز ساهای آناتومیکی را از بین برد و زمینهتوان نیاز به مارکرگذاری نشانهکردی میهای عملروش

 شد.برداری حرکتی ید در دادهتحولی جد

 بازسازی حرکت

 مرکز دوران

 برازش دایره

 تحلیل امید ریاضی خطا
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 مقدمه -5

ازی سی واقعی و تطبیق و شبیههنمون کبرداری از حرکت یداده

 شود.آن روی یک مدل کامپیوتری، بازسازی حرکت نامیده می

برای ی پزشکی این فرایند کاربردهای فراوانی در حیطه

ه بیماران مبتلا بمسیر درمان ریزی برنامه و ارزیابیتشخیص، 

تحلیل سینماتیکی حاصل از  .[0] دارد های حرکتیناهنجاری

به پزشک و تیم درمان برای اتخاذ  تواندبازسازی حرکت می

 یابزارها یابیارز و یطراح. کند کمک درمانی روش ترینمناسب

، 8] هاپوشبرون و پروتزها ارتزها، مانند بدن به متصل یحرکت

 یسازشنیمیو ان نمایگسترده در س یهاستفاد نیچنهم و [2

 . است حرکات دقیق بازسازی کاربردهای دیگر از [1]

 مدل کی انتخاب از بعد حرکت، یبازساز و یسازهیشب برای

 توانیم ،موقعیت مفاصلداشتن  اریو با در اخت 0یاچندقطعه

حل م ستی اکاف بیترت دینکرد. ب یسازشبیهمدل را  8تیوضع

برداری لحظه از طریق داده هرمحور مفاصل در  یو راستا

ترین روش متداولامروزه  .شود زده نیتخم و محاسبهحرکتی 

ضبط حرکت های برداری حرکتی، استفاده از سیستمبرای داده

در این روش مختصات گر است. نوری مبتنی بر نشان

های حساس به نور ردیابی و ط دوربینگرهای بازتابی توسنشان

و  بینبرداری از این ابزار، از دو روش پیشدر بهره شود.ثبت می

شود. در روش کردی برای بازسازی حرکات استفاده میعمل

ی های آناتومیکبین از روابط تجربی بین برخی از نشانهپیش

 برای به دست آوردن موقعیت. در این روش [9] شوداستفاده می

 کییآناتوم یهانشانهاساس  بر گرهانشان مفاصل،مرکز دوران 

این  یاصل تیمز. شودمیمفاصل نصب  یرو مایمستق ،بدن

 تحرک زیآنال و ثبت متداول یهاستمیس اکثر میتنظ ها،روش

 یهاروش با ،9سیسیو موشن آنال 1سیسیکوال ،2کونیوا مانند

و  2سیه هلن ،8تیگ نیپلاگ مانند نیبشیپ یمارکرگذار

که  دارد نیز ییهاتیمحدود وهیش نیااست. البته  6ولندیکل

. است گرهانشان ییجاهجاب و نصب یهلامس هاآن نیترعمده

 است ادهس نسبتا پا مچ مانند مفاصل یبرخ در هانشانه ییشناسا

 کیآناتوم یهنشان بایتقر ران، مانند مفاصل یبرخ یبرا اما

 دیبا دهید آموزش فرد بیترت نیبد. [8] ندارد وجود یخارج

د را نصب کن گرهانشان ک،یآناتوم یهانشانه ییشناسا از پس

ارد. به د یبستگ فرد یبه تخصص و تجربه ،که دقت مکان نصب

 گراننشو نصب  ییشناسا شته،ندا یظرافت هانشانه نیهر حال ا

                                                           
0 Link Segment Model 
8 Posture 
2 Vicon 
1 Qualisys 
9 Motion Analysis 

 ترقیدق یحد از تواندینم و بوده برزمان یندایها فرآن یرو

 یرو گرهانشان ،یتهاجم یهاوهیش یاستثنا به .شود انجام

 شکل رییتغو  [2نداشته ]کاملا صلب  رفتاری سطح پوست

ه قطع ترصلب یهاقسمت و پوست نیب ارتعاش و یکینامید

کل و ش رییباعث تغ زیانقباض عضلات ن نی. علاوه بر اداردوجود 

 ،رکتح کی انجام نیح جهینت در. شودیم گرهانشان ییجاهجاب

 اصلمف تیموقع به توجه با انتظار مورد مکان با شده ثبت مکان

 رد خطا امنش کی نیا که بوده متفاوت کیآناتوم یهانشانه و

 لمد یرو حرکت یبازساز آن دنبال به و مفاصل تیموقع ثبت

دهد که وجود خطا در مطالعات نشان می .است یوتریکامپ

تواند گشتاور شناسایی موقعیت مرکز دوران مفصل هیپ می

ب اداکشن را حین گیت به ترتی-اکستنشن و ابداکشن-فلکشن

 .[6] درصد تغییر دهد 09و  88
 

 یتهاجمی مانند استفاده از تصاویر اشعههای نیمهغیر از روش

کردی برای های عمل[، استفاده از روش5ایکس و فلوروسکوپی ]

صل، یافتن مرکز آنی دوران و معرفی آن به عنوان محل مف

ها در نظر گرفت توان برای رفع این چالشکاری است که میراه

گر با توجه به [. در این روش نیازی به نصب نشان00، 00]

ا و ههای آناتومیک بدن نیست و با نصب آن روی سگماننشانه

استفاده از حرکت نسبی دو سگمان مجاور، محل مرکز آنی 

محل مفصل ارائه دوران تعیین شده و به عنوان تخمینی از 

کردی که برای این های عملی روشاز جمله .[08] شودمی

جسم  و [02] 5توان به ریلوکسمنظور به کار گرفته شده می

های اشاره کرد. تخمین محل مفاصل با روش [01] 00صلب

هایی بین دارای مزیتهای پیشکردی در مقایسه با روشعمل

خواه و بدون کاملا دل گر به صورتها نشاناست. در این روش

های بدن نصب شده و نیازی به تخصص محدودیت روی سگمان

های آناتومیکی نیست. بنابراین گر برای شناسایی نشانهآزمون

تر انجام شده و برداری، سریعسازی آزمودنی قبل از دادهآماده

ز گر نیدقتی احتمالی در هنگام نصب نشانعامل دخالت و بی

ی مرکز آنی دوران اوه بر این امکان محاسبهشود. علحذف می

شود از جا میها با حرکت جابهدر مفاصلی که مرکز دوران آن

 کردی است.های عملدیگر مزایای روش
 

ی اصلی، تعیین موقعیت مفصل با در اختیار بدین ترتیب مساله

ها حین حرکت است. برای داشتن مختصات نقاطی از سگمان

برداری ت به دست آمده از طریق دادهاین منظور از مختصا

8 Plug-In Gait 
2 Helen Hayes 
6 Cleveland 
5 Reuleaux   
00 Rigid Body 

Copyright © 2021 by ISBME, http://www.ijbme.org - All rights reserved
This work is licensed under a Creative Commons Attribution-NonCommercial 4.0 International License



  ای بدن انسان با استفاده از حداقل یک مارکر با نصب آزاد روی هر قطعهفر: بازسازی و تحلیل خطای حرکات صفحهفاطمه اکبری 1
 

 

 

و تخمین مرکز دوران نسبی مفاصل  حرکتی، برای محاسبه

شود. در پژوهش حاضر برازش دایره به عنوان روشی استفاده می

ی برای بازسازی حرکت معرفی شده است. در ابتدا نحوه

ی مرکز دوران با استفاده از این روش بیان شده و سپس محاسبه

ای تخمین محل هر مفصل به صورت تحلیلی واریانس خط

 یچنین تحلیل خطا با استفاده از دادهشده است. همبینی پیش

سازی شده صورت گرفته و نتایج مورد بررسی و مقایسه شبیه

قرار گرفته است. هدف از این پژوهش معرفی روشی جدید و 

ی گر روکارآمد برای بازسازی حرکت، بدون نیاز به نصب نشان

 های آناتومیکی است.ل با استفاده از نشانهمفاص

 

 هامواد و روش -2

 تخمین محل مفصل با روش برازش دایره -2-5
ای مورد بررسی قرار در این پژوهش حرکات به صورت صفحه

ی گرفته و در نتیجه راستای محور تمام مفاصل، عمود بر صفحه

های گرجا که در هر مفصل اگر حرکات نشانحرکت است. از آن

روی یک عضو از دید ناظر متصل به عضو دیگر توصیف شود، 

ای خالص است، حول مرکز آنی دوران مفصل دارای حرکت دایره

گرها، مرکز آنی دوران با برازش دایره بر مسیر حرکت نشان

ده شمفصل معرفی موقعیت محاسبه شده و به عنوان تخمینی از 

ق گرها منطبنشانای بر مسیر حرکت . در صورتی که دایرهاست

بدین ترتیب  .استی مذکور، مرکز آنی دوران ، مرکز دایرهشود

ی تخمین موقعیت تمام مفاصل در تمام لحظات و بازسازی لازمه

گر روی هر یک از عضوهای دو حرکت، نصب حداقل دو نشان

ی سینماتیکی باز سمت مفاصل، جز عضو انتهای هر زنجیره

دستگاه مختصات محلی در  گراست تا به کمک آن دو نشان

 صفحه تعریف شود.
 

 

 
برازش ی مرکز دوران به روش شماتیک محاسبه -(5شکل )

 مارکر نصب شده روی جسم یکلحظه با  سهدر دایره 
 

 

گر در سه موقعیت حداقل یک نشان به در روش برازش دایره

رها گو البته افزایش تعداد لحظات و نیز نشان لحظه نیاز است

جسم صلب حول یک . اگر بهبود دقت تخمین خواهد شد باعث

ی ثابت در حال دوران باشد، در این صورت هر نقطه از این نقطه

در شکل  دوران خواهد کرد. ،ی ثابت حول مرکزاجسم با فاصله

 با استفاده شده است.جسم صلب نصب یک روی  A گرنشان (0)

را محاسبه  مرکز دوران موقعیتتوان روش برازش دایره می از

در نظر گرفت. در ادامه و به عنوان تخمینی از محل مفصل کرد 

 سازی ارائه شده است.حل با دو روش تحلیلی و بهینه
 

  یلیتحل حل -2-5-5

( و موقعیت 1A ،2A ،3Aدر سه لحظه ) Aگر اگر مختصات نشان

(، بر اساس 0( به صورت زیر باشد )شکل CORمرکز دوران )

 Aگر ی بین مختصات نشان، رابطهArشعاع  ی دایره بهمعادله

 شود.( تعریف می2-0در سه لحظه و مرکز دوران طبق روابط )
 

 

COR = [
xc
yc
] A3 = [

x3
y3
]  A2 = [

x2
y2
] A1 = [

x1
y1
] 

 
 

 

(0) (𝑥1 − 𝑥𝑐)
2 + (𝑦1 − 𝑦𝑐)

2 = 𝑟𝐴
2 

  

(8) (x2 − xc)
2 + (𝑦2 − 𝑦𝑐)

2 =  𝑟𝐴
2 

  

(2) (x3 − xc)
2 + (𝑦3 − 𝑦𝑐)

2 =  𝑟𝐴
2 

 

 

]ی اگر نقطه
𝑥𝑐
𝑦𝑐
توان یک کاندید برای مرکز دوران باشد، می [

آن را بر اساس روش مرسوم مجموع مربعات خطا ارزیابی کرد. 

در سه  Aی ی نقطهموع مربعات اختلاف فاصلهبه این ترتیب مج

( یک کاندید مرکز Jی )گیری شده و به عنوان هزینهلحظه اندازه

ی ( و در این صورت کمینه1ی دوران تعریف شده است )رابطه

این هزینه متناظر با برابر بودن سه فاصله و در نتیجه مرکز 

 باشد.دوران حقیقی می
 

 

(1) 
𝐽 = [2(𝑥2 − 𝑥1)𝑥𝑐 + 2(𝑦2 − 𝑦1)𝑦𝑐 + (𝑥1

2 + 𝑦1
2)

− (𝑥2
2 + 𝑦2

2)]2 

+[2(𝑥3 − 𝑥1)𝑥𝑐 + 2(𝑦3 − 𝑦1)𝑦𝑐 + (𝑥1
2 + 𝑦1

2)

− (𝑥3
2 + 𝑦3

2)]2 
 

 

ی با تعریف متغیرهای کمکی به صورت زیر، تابع هزینه در رابطه

 ویسی شده است.( به صورت زیر بازن1)
 

 

𝑎1 = 2(𝑥2 − 𝑥1) 
𝑏1 = 2(𝑦2 − 𝑦1) 
𝑐1 = (𝑥1

2 + 𝑦1
2) − (𝑥2

2 + 𝑦2
2) 

𝑎2 = 2(𝑥3 − 𝑥1) 
𝑏1 = 2(𝑦3 − 𝑦1) 
𝑐1 = (𝑥1

2 + 𝑦1
2) − (𝑥2

2 + 𝑦2
2) 

𝐽 = (𝑎1𝑥𝑐 + 𝑏1𝑦𝑐 + 𝑐1)
2 + (𝑎2𝑥𝑐 + 𝑏2𝑦𝑐 + 𝑐2)

2 
 

 

𝑟𝐴

𝑟𝐴
𝑟𝐴

   

𝑥

𝑦

    

  

 3
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 9 00 - 0، 0100بهار ، 0، شماره 09مهندسی پزشکی زیستی، دوره  یمجله
 

 

در ادامه با استفاده از روش گرایان، مجهولات مساله محاسبه 

شده است. برای این منظور ابتدا از تابع هزینه نسبت به هر یک 

از مجهولات گردایان گرفته شده و با مساوی صفر قرار دادن 

  (.8و  9ها، مجهولات محاسبه شده است )روابط آن

 
 

(9) 𝜕𝐽

𝜕𝑥𝑐
= 2𝑎1(𝑎1𝑥𝑐 + 𝑏1𝑦𝑐 + 𝑐1) + 2𝑎2(𝑎2𝑥𝑐 + 𝑏2𝑦𝑐 + 𝑐2) = 0 

  

(8) 𝜕𝐽

𝜕𝑥𝑐
= 2𝑏1(𝑎1𝑥𝑐 + 𝑏1𝑦𝑐 + 𝑐1) + 2𝑏2(𝑎2𝑥𝑐 + 𝑏2𝑦𝑐 + 𝑐2) = 0 

 

 

 (.6و  2به دست آمده است )روابط  cyو  cxاد شده، با حل دستگاه ایج  در ادامه
 

 

(2) 𝑥𝑐  =
1

2

(𝑦1 − 𝑦3)((x2
2 + y2

2) − (x1
2 + y1

2)) + (𝑦2 − 𝑦1)((x3
2 + y3

2) − (x1
2 + y1

2))

(𝑦2 − 𝑦1)(x3 − x1) + (y1 − y3)(x2 − x1)
 

  

(6) 𝑦𝑐  =
1

2

(𝑥1 − 𝑥3)((x2
2 + y2

2) − (x1
2 + y1

2)) + (x2 − x1)((x3
2 + y3

2) − (x1
2 + y1

2))

(𝑥2 − 𝑥1)(𝑦3 − 𝑦1) + (𝑥1 − 𝑥3)(𝑦2 − 𝑦1)
 

 

 

گر در سه در روش برازش دایره، به موقعیت حداقل یک نشان

 متوالی و یا غیرمتوالیتوانند لحظه نیاز است. این سه لحظه می

 تواند به اشکال مختلفی انجام شود.می هانآانتخاب بوده و 
 

 یسازنهیبهبا روش  حل -2-5-2

در صورتی که تعداد نقاط ثبت شده بیش از سه عدد باشد تعداد 

ثابت  2( افزایش یافته، تعداد مجهولات روی عدد 2-0روابط )

. در این حالت جواب یستناه دارای جواب تحلیلی مانده و دستگ

ود. شوجو و ارائه میترین مربعات خطا جستبهینه بر مینای کم

ی بهینه به موقعیت جوی مستقیم، دایرهوبا روش جست

ها برازش شده و مرکز آن به عنوان تخمینی از مرکز گرنشان

رفتن در نظر گسازی فضا و دوران ارائه شده است. ابتدا با گسسته

]هر یک از نقاط این ناحیه به عنوان کاندید مرکز دوران )
𝑥𝑝
𝑦𝑝
] ،)

ی گرها محاسبه شده است. فاصلهی نقاط تا موقعیت نشانفاصله

 ی کاندید مرکز دوران به صورت زیر است.ام تا نقطه-nی نقطه
 

 

𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒𝑝(n) =  |[
𝑥𝑝
𝑦𝑝
] − [

𝑥𝐴𝑛
𝑦𝐴𝑛

]| 
 

 

 زیر است. کلش( نیز به prمیانگین فواصل به عنوان شعاع دایره )
 

 

rp =  
∑ 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒𝑝(𝑛)
3
n=1

3
 

 

 

سازی شده از فضا، ی گسستهدر نتیجه به تعداد نقاط ناحیه

دایره به دست خواهد آمد. برای تعیین بهترین دایره و در پی 

دوران، مجموع مربعات خطا نسبت به متوسط آن بهترین مرکز 

ی ( و هزینه5ی فاصله به عنوان تابع هزینه تعریف شده )رابطه

 محاسبه شده است. نقاط ناحیههر یک از 
 

 

(5) J ([
𝑥𝑝
𝑦𝑝
]) =∑(rp − 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒𝑝(n))

2

3

i=1

 

 

 

)دارای  تری داردی کمای که هزینهبا اجرای الگوریتم، دایره

ترین اختلاف با نقاط ثبت شده( به عنوان بهترین برازش کم

انتخاب شده و مرکز آن به عنوان بهترین مرکز دوران  دایره

 گزارش شده است.

 

 تحلیل خطا -2-2

 برازش یلیتحل حل کرد الگوریتمبررسی عمل -2-2-5

 یریگبدون وجود خطای اندازه رهیدا

لی برازش دایره، در ابتدا سنجی حل تحلیبرای بررسی و صحت

گیری شده دقیق و بدون خطای های اندازهفرض شده که داده

 گیری است.اندازه
 

 

�̃�1 = 𝑥1  ,   �̃�2 = 𝑥2   ,    �̃�3 = 𝑥3 
�̃�1 = 𝑦1  ,   �̃�2 = 𝑦2   ,    �̃�3 = 𝑦3 

 

 

(، 6( و )2ابط )گیری شده در روگذاری مقادیر اندازهبا جای

های بدون خطا محاسبه شده موقعیت مرکز دوران برای داده

  است.
 

 

(00) �̂�  =
1

2

(�̃�1 − �̃�3)((�̃�2
2 + �̃�2

2) − (�̃�1
2 + �̃�1

2)) + (�̃�2 − �̃�1)((�̃�3
2 + �̃�3

2) − (�̃�1
2 + �̃�1

2)) 

(�̃�2 − �̃�1)(�̃�3 − �̃�1) + (�̃�1 − �̃�3)(�̃�2 − �̃�1)
 

  

(00) �̂� =
1

2

(�̃�1 − �̃�3)((�̃�2
2 + �̃�2

2) − (�̃�1
2 + �̃�1

2)) + (�̃�2 − �̃�1)((�̃�3
2 + �̃�3

2) − (�̃�1
2 + �̃�1

2))  

(�̃�2 − �̃�1)(�̃�3 − �̃�1) + (�̃�1 − �̃�2)(�̃�2 − �̃�1)
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  ای بدن انسان با استفاده از حداقل یک مارکر با نصب آزاد روی هر قطعهفر: بازسازی و تحلیل خطای حرکات صفحهفاطمه اکبری 8
 

 

 

با توجه به فرضیات در نظر گرفته شده در این بخش، صورت هر 

( برابر با صفر بوده و مبدا مختصات 00( و )00دو کسر در روابط )

به عنوان مرکز دوران به دست آمده است. بنابراین در شرایطی 

ب گیری شده دقیق باشد، الگوریتم جواهای اندازهکه داده

 دقیقی خواهد داشت.
 

 یلیتحل حل خطای تخمین -2-2-2

برای این منظور ابتدا مختصات نقاط به صورت قطبی در نظر 

 گرفته شده است.
 

 

𝐴3

= 𝑟𝐴 [
𝑐𝑜𝑠 ( 3)
𝑠𝑖𝑛 ( 3)

] 

𝐴2

= 𝑟𝐴 [
𝑐𝑜𝑠 ( 2)
𝑠𝑖𝑛 ( 2)

] 

𝐴1

= 𝑟𝐴 [
𝑐𝑜𝑠 ( 1)
𝑠𝑖𝑛 ( 1)

] 
 

گیری شده، مقادیر واقعی های اندازهفرض شده است که داده

گیری باشد یعنی در نهایت برای نقاط به همراه خطای اندازه

]ی مرکز دوران، مقادیر نقاط محاسبه
x̃1
ỹ1
] ،[

x̃2
ỹ2
]و  [

x̃3
ỹ3
به همراه  [

 رس باشد.خطا در دست
 

 

�̃�1 = 𝑥1 + 𝜀𝑥1 = 𝑟𝐴 𝑐𝑜𝑠( 1) + 𝜀𝑥1 
�̃�1 = 𝑦1 + 𝜀𝑦1 = 𝑟𝐴 sin( 1) + 𝜀𝑦1 
�̃�2 = 𝑥2 + 𝜀𝑥2 = 𝑟𝐴 𝑐𝑜𝑠( 2) + 𝜀𝑥2 
�̃�2 = 𝑦2 + 𝜀𝑦2 = 𝑟𝐴 sin( 2) + 𝜀𝑦2 
�̃�3 = 𝑥3 + 𝜀𝑥3 = 𝑟𝐴 𝑐𝑜𝑠( 3) + 𝜀𝑥3 
�̃�3 = 𝑦3 + 𝜀𝑦3 = 𝑟𝐴 sin( 3) + 𝜀𝑦3 

 

 

گیری شده ی مرکز دوران، مقادیر اندازهدر ادامه برای محاسبه

گذاری شده است.( جای6( و )2در روابط )
 

 

(08) 

�̂� = (−2𝑟𝐴
2 (𝜀𝑥1(𝑐𝑜𝑠( 1) 𝑠𝑖𝑛( 2) − 𝑐𝑜𝑠( 1) 𝑠𝑖𝑛( 3)) + 𝜀𝑥2(− 𝑐𝑜𝑠( 2) 𝑠𝑖𝑛( 1) + 𝑐𝑜𝑠( 2) 𝑠𝑖𝑛( 3))

+ 𝜀𝑥3(𝑐𝑜𝑠( 3) 𝑠𝑖𝑛( 1) − 𝑐𝑜𝑠( 3) 𝑠𝑖𝑛( 2)) + 𝜀𝑦1(𝑠𝑖𝑛( 1) 𝑠𝑖𝑛( 2) − 𝑠𝑖𝑛( 1) 𝑠𝑖𝑛( 3))

+ 𝜀𝑦2(−𝑠𝑖𝑛( 1) 𝑠𝑖𝑛( 2) + 𝑠𝑖𝑛( 2) 𝑠𝑖𝑛( 3)) + 𝜀𝑦3(𝑠𝑖𝑛( 1) 𝑠𝑖𝑛( 3) − 𝑠𝑖𝑛( 2) 𝑠𝑖𝑛( 3)))

+ 2𝑟𝐴 ((𝜀𝑦1 − 𝜀𝑦3)(𝜀𝑥2 𝑐𝑜𝑠( 2) + 𝜀𝑦2 𝑠𝑖𝑛( 2)) + (𝜀𝑦3 − 𝜀𝑦2)(𝜀𝑥1 𝑐𝑜𝑠( 1) + 𝜀𝑦1 𝑠𝑖𝑛( 1))

+ (𝜀𝑦2 − 𝜀𝑦1)(𝜀𝑥3 𝑐𝑜𝑠( 3) + 𝜀𝑦3 𝑠𝑖𝑛( 3))))

/2𝑟𝐴(𝜀𝑦1(𝑐𝑜𝑠( 2) −  𝑠 𝑐𝑜𝑠( 3)) + 𝜀𝑦2(𝑐𝑜𝑠( 3) − 𝑐𝑜𝑠( 1)) + 𝜀𝑦3(𝑐𝑜𝑠( 1) − 𝑐𝑜𝑠( 2))

+ 𝜀𝑥1(𝑠𝑖𝑛( 3) − 𝑠𝑖𝑛( 2)) + 𝜀𝑥2(𝑠𝑖𝑛( 1) − 𝑠𝑖𝑛( 3)) − 𝜀𝑥3(𝑠𝑖𝑛( 1) + 𝑠𝑖𝑛( 2))

+ 𝑟𝐴 𝑠𝑖𝑛( 1 −  2) − 𝑟𝐴 𝑠𝑖𝑛( 1 −  3) + 𝑟𝐴 𝑠𝑖𝑛( 2 −  3)) 
  

(02) 

�̂� = (2𝑟𝐴
2 (𝜀𝑥1(𝑐𝑜𝑠( 1) 𝑐𝑜𝑠( 2) − 𝑐𝑜𝑠( 1) 𝑐𝑜𝑠( 3)) + 𝜀𝑥2(−𝑐𝑜𝑠( 1) 𝑐𝑜𝑠( 2) + 𝑐𝑜𝑠( 2) 𝑐𝑜𝑠( 3))

+ 𝜀𝑥3(𝑐𝑜𝑠( 1) 𝑐𝑜𝑠( 3) − 𝑐𝑜𝑠( 2) 𝑐𝑜𝑠( 3)) + 𝜀𝑦1(𝑐𝑜𝑠( 2) 𝑠𝑖𝑛( 1) − 𝑐𝑜𝑠( 3) 𝑠𝑖𝑛( 1))

+ 𝜀𝑦2(− 𝑐𝑜𝑠( 1) 𝑠𝑖𝑛( 2) + 𝑐𝑜𝑠( 3) 𝑠𝑖𝑛( 2)) +  𝜀𝑦3(𝑐𝑜𝑠( 1) 𝑠𝑖𝑛( 3) − 𝑐𝑜𝑠( 2) 𝑠𝑖𝑛( 3)))

+ 2𝑟𝐴 ((𝜀𝑥1 − 𝜀𝑥3)(𝜀𝑥2 𝑐𝑜𝑠( 2) + 𝜀𝑦2 𝑠𝑖𝑛( 2)) + (𝜀𝑥3 − 𝜀𝑥2)(𝜀𝑥1 𝑐𝑜𝑠( 1) + 𝜀𝑦1 𝑠𝑖𝑛( 1))

+ (𝜀𝑥2 − 𝜀𝑥1)(𝜀𝑥3 𝑐𝑜𝑠( 3) + 𝜀𝑦3 𝑠𝑖𝑛( 3))))

/2𝑟𝐴(𝜀𝑦1(𝑐𝑜𝑠( 2) −  𝑠 𝑐𝑜𝑠( 3)) + 𝜀𝑦2(𝑐𝑜𝑠( 3) − 𝑐𝑜𝑠( 1)) + 𝜀𝑦3(𝑐𝑜𝑠( 1) − 𝑐𝑜𝑠( 2))

+ 𝜀𝑥1(𝑠𝑖𝑛( 3) − 𝑠𝑖𝑛( 2)) + 𝜀𝑥2(𝑠𝑖𝑛( 1) − 𝑠𝑖𝑛( 3)) − 𝜀𝑥3(𝑠𝑖𝑛( 1) + 𝑠𝑖𝑛( 2))

+ 𝑟𝐴 𝑠𝑖𝑛( 1 −  2) − 𝑟𝐴 𝑠𝑖𝑛( 1 −  3) + 𝑟𝐴 𝑠𝑖𝑛( 2 −  3)) 
 

 

دهند. ( مقدار تخمین مرکز دوران را نشان می02( و )08روابط )

جا که مبدا مختصات به عنوان محل دقیق مرکز دوران از آن

( مقدار خطای تخمین 02( و )08ی )فرض شده است، دو رابطه

دهند. اگر مقادیر خطا نشان می yو  x را به ترتیب در راستای

ی با ها با جملهکوچک باشند، مخرج کسر θو  rنسبت به مقدار 

شود. در واقع مخرج کسر با عبارت ی صفر برابر میخطای مرتبه

ی مختلف در اختیار باشد، این زیر برابر شده که اگر سه نقطه

 عبارت برابر با صفر نخواهد شد. 
 

 

2𝑟𝐴
2(𝑠𝑖𝑛( 1 −  2) − 𝑠𝑖𝑛( 1 −  3) + 𝑠𝑖𝑛( 2 −  3)) 

 

 

ی صفر وجود ندارد. در صورت کسر جملات دارای خطای مرتبه

بنابراین اگر خطاها به صفر میل کند، تخمین موقعیت مرکز 

 دوران نیز به صفر میل خواهد کرد.

 یلیتحل درحل 𝒙بررسی انحراف از معیار  -2-2-3

با دو فرض گوسی بودن توزیع  x̂2در این بخش امید ریاضی 

 rاحتمالی تمام خطاها و کوچک بودن خطاها نسبت به مقادیر 

تخمین زده شده است. بنابراین در محاسبات بعدی جملات  θو 

ی صفر در ی یک در صورت و خطاهای مرتبهبا خطاهای مرتبه

ی بالاتر که ا مرتبهدر نظر گرفته شده و از آوردن خطا ب مخرج

 مقادیر بسیار کوچکی دارند، صرف نظر شده است.
 

 

�̂� = −(𝜀𝑥1(𝑐𝑜𝑠( 1) 𝑠𝑖𝑛( 2) − 𝑐𝑜𝑠( 1) 𝑠𝑖𝑛( 3)) 

+ 𝜀𝑥2(− 𝑐𝑜𝑠( 2) 𝑠𝑖𝑛( 1) + 𝑐𝑜𝑠( 2) 𝑠𝑖𝑛( 3)) 

+ 𝜀𝑥3(𝑐𝑜𝑠( 3) 𝑠𝑖𝑛( 1) − 𝑐𝑜𝑠( 3) 𝑠𝑖𝑛( 2)) 

+ 𝜀𝑦1(𝑠𝑖𝑛( 1) 𝑠𝑖𝑛( 2) − 𝑠𝑖𝑛( 1) 𝑠𝑖𝑛( 3)) 

+ 𝜀𝑦2(−𝑠𝑖𝑛( 1) 𝑠𝑖𝑛( 2) + 𝑠𝑖𝑛( 2) 𝑠𝑖𝑛( 3)) 

+ 𝜀𝑦3(𝑠𝑖𝑛( 1) 𝑠𝑖𝑛( 3) − 𝑠𝑖𝑛( 2) 𝑠𝑖𝑛( 3))) 

/(𝑠𝑖𝑛( 1 −  2) − 𝑠𝑖𝑛( 1 −  3) + 𝑠𝑖𝑛( 2 −  3)) 
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ضرب دو خطا از جملاتی شامل مربع خطا و  �̂�مربع صورت کسر 

تقل دیگر مسا از یکتشکیل شده است. با توجه به این که خطاه

ها نیز نرمال )گوسی( در نظر گرفته شده، فرض شده و توزیع آن

امید ریاضی جملات شامل ضرب دو خطا، برابر با صفر است. از 

گر خطی روی متغیرهای گر امید ریاضی یک عملجا که عملآن

با مجموع امید ریاضی  �̂�تصادفی بوده، امید ریاضی صورت کسر 

 ی صورت برابر است.جمله 8 مربع هر یک از
 

 

𝐸[�̂�2] = 𝐸[(𝜀𝑥1
2 (𝑐𝑜𝑠( 1) 𝑠𝑖𝑛( 2) − 𝑐𝑜𝑠( 1) 𝑠𝑖𝑛( 3))

2 

+ 𝜀𝑥2
2 (− 𝑐𝑜𝑠( 2) 𝑠𝑖𝑛( 1) + 𝑐𝑜𝑠( 2) 𝑠𝑖𝑛( 3))

2 

+ 𝜀𝑥3
2 (𝑐𝑜𝑠( 3) 𝑠𝑖𝑛( 1) − 𝑐𝑜𝑠( 3) 𝑠𝑖𝑛( 2))

2 

+ 𝜀𝑦1
2 (𝑠𝑖𝑛( 1) 𝑠𝑖𝑛( 2) − 𝑠𝑖𝑛( 1) 𝑠𝑖𝑛( 3))

2 

+ 𝜀𝑦2
2 (−𝑠𝑖𝑛( 1) 𝑠𝑖𝑛( 2) + 𝑠𝑖𝑛( 2) 𝑠𝑖𝑛( 3))

2 

+ 𝜀𝑦3
2 (𝑠𝑖𝑛( 1) 𝑠𝑖𝑛( 3) − 𝑠𝑖𝑛( 2) 𝑠𝑖𝑛( 3))

2) 

/(𝑠𝑖𝑛( 1 −  2) − 𝑠𝑖𝑛( 1 −  3) + 𝑠𝑖𝑛( 2 −  3))
2] 

= ((𝑐𝑜𝑠( 1) 𝑠𝑖𝑛( 2) − 𝑐𝑜𝑠( 1) 𝑠𝑖𝑛( 3))
2𝐸[𝜀𝑥1

2 ] 

+(− 𝑐𝑜𝑠( 2) 𝑠𝑖𝑛( 1) + 𝑐𝑜𝑠( 2) 𝑠𝑖𝑛( 3))
2𝐸[𝜀𝑥2

2 ] 

+(𝑐𝑜𝑠( 3) 𝑠𝑖𝑛( 1) − 𝑐𝑜𝑠( 3) 𝑠𝑖𝑛( 2))
2𝐸[𝜀𝑥3

2 ] 

+(𝑠𝑖𝑛( 1) 𝑠𝑖𝑛( 2) − 𝑠𝑖𝑛( 1) 𝑠𝑖𝑛( 3))
2𝐸[𝜀𝑦1

2 ] 

+(−𝑠𝑖𝑛( 1) 𝑠𝑖𝑛( 2) + 𝑠𝑖𝑛( 2) 𝑠𝑖𝑛( 3))
2𝐸[𝜀𝑦2

2 ] 

+(𝑠𝑖𝑛( 1) 𝑠𝑖𝑛( 3) − 𝑠𝑖𝑛( 2) 𝑠𝑖𝑛( 3))
2𝐸[𝜀𝑦3

2 ]) 

/(𝑠𝑖𝑛( 1 −  2) − 𝑠𝑖𝑛( 1 −  3) + 𝑠𝑖𝑛( 2 −  3))
2 

= (𝜎𝑥1
2 (𝑐𝑜𝑠( 1) 𝑠𝑖𝑛( 2) − 𝑐𝑜𝑠( 1) 𝑠𝑖𝑛( 3))

2 

+𝜎𝑥2
2 (− 𝑐𝑜𝑠( 2) 𝑠𝑖𝑛( 1) + 𝑐𝑜𝑠( 2) 𝑠𝑖𝑛( 3))

2 

+𝜎𝑥3
2 (𝑐𝑜𝑠( 3) 𝑠𝑖𝑛( 1) − 𝑐𝑜𝑠( 3) 𝑠𝑖𝑛( 2))

2 

+𝜎𝑦1
2 (𝑠𝑖𝑛( 1) 𝑠𝑖𝑛( 2) − 𝑠𝑖𝑛( 1) 𝑠𝑖𝑛( 3))

2 

+𝜎𝑦2
2 (−𝑠𝑖𝑛( 1) 𝑠𝑖𝑛( 2) + 𝑠𝑖𝑛( 2) 𝑠𝑖𝑛( 3))

2 

+𝜎𝑦3
2 (𝑠𝑖𝑛( 1) 𝑠𝑖𝑛( 3) − 𝑠𝑖𝑛( 2) 𝑠𝑖𝑛( 3))

2) 

/(𝑠𝑖𝑛( 1 −  2) − 𝑠𝑖𝑛( 1 −  3) + 𝑠𝑖𝑛( 2 −  3))
2 

 

 

سان گیری در هر لحظه یکاگر انحراف از معیار خطای اندازه

 باشد )روابط زیر(.
 

 

𝜎𝑥3 = 𝜎𝑦3 = 𝜎3 𝜎𝑥2 = 𝜎𝑦2 = 𝜎2 𝜎𝑥1 = 𝜎𝑦1 = 𝜎1 
 

 

 گاه روابط زیر برقرار است.آن
 

 

𝐸[�̂�2] = (𝜎1
2(𝑠𝑖𝑛( 2) −  𝑠𝑖𝑛( 3))

2 
+𝜎2

2(𝑠𝑖𝑛( 1) − 𝑠𝑖𝑛( 3))
2 + 𝜎3

2(𝑠𝑖𝑛( 1) − 𝑠𝑖𝑛( 2))
2) 

/(𝑠𝑖𝑛( 1 −  2) − 𝑠𝑖𝑛( 1 −  3) + 𝑠𝑖𝑛( 2 −  3))
2 

 

 

سان گیری در هر راستا یکاگر انحراف از معیار خطای اندازه

 باشد )روابط زیر(.
 

 

𝜎𝑦1 = 𝜎𝑦2 = 𝜎𝑦3 = 𝜎𝑦 𝜎𝑥1 = 𝜎𝑥2 = 𝜎𝑥3 = 𝜎𝑥 
 

 

 وابط زیر برقرار است.گاه رآن
 

 

𝐸[�̂�2] = (𝜎𝑥
2(cos2( 1) (𝑠𝑖𝑛( 2) −  𝑠𝑖𝑛( 3))

2 
+cos2( 2) (𝑠𝑖𝑛( 3) −  𝑠𝑖𝑛( 1))

2 
+cos2( 3) (𝑠𝑖𝑛( 1) −  𝑠𝑖𝑛( 2))

2) 
+𝜎𝑦

2(sin2( 1) (𝑠𝑖𝑛( 2) −  𝑠𝑖𝑛( 3))
2 

+sin2( 2) (𝑠𝑖𝑛( 3) −  𝑠𝑖𝑛( 1))
2 

+sin2( 3) (𝑠𝑖𝑛( 1) −  𝑠𝑖𝑛( 2))
2)) 

/(𝑠𝑖𝑛( 1 −  2) − 𝑠𝑖𝑛( 1 −  3) + 𝑠𝑖𝑛( 2 −  3))
2 

 

 برقرار است.روابط زیر نیز  ŷبه صورت مشابه برای 
 

 

𝐸[�̂�2] = (𝜎𝑥
2(cos2( 1) (𝑐𝑜𝑠( 2) −  𝑐𝑜𝑠( 3))

2 
+cos2( 2) (𝑐𝑜𝑠( 3) −  𝑐𝑜𝑠( 1))

2 
+cos2( 3) (𝑐𝑜𝑠( 1) −  𝑐𝑜𝑠( 2))

2) 
+𝜎𝑦

2(sin2( 1) (𝑐𝑜𝑠( 2) − 𝑐𝑜𝑠( 3))
2 

+sin2( 2) (𝑐𝑜𝑠( 3) − 𝑐𝑜𝑠( 1))
2 

+sin2( 3) (𝑐𝑜𝑠( 1) −  𝑐𝑜𝑠( 2))
2)) 

/(𝑠𝑖𝑛( 1 −  2) − 𝑠𝑖𝑛( 1 −  3) + 𝑠𝑖𝑛( 2 −  3))
2 

 

 

مرکز دوران به دست ) T[x̃  ỹ]ی ی نقطهانحراف از معیار فاصله

ی غیردقیق( تا مبدا )محل دقیق مرکز دوران( به آمده از داده

 صورت زیر است.
 

 

𝐸[�̃�2 + �̃�2] = 𝐸[�̃�2] + 𝐸[�̃�2] 
= 2(𝜎𝑥

2(cos2( 1) (1 − 𝑐𝑜𝑠( 2 −  3)) + cos2( 2) 
(1 − 𝑐𝑜𝑠( 1 −  3)) + cos2( 3) (1 − 𝑐𝑜𝑠( 2 −  1))) 
+𝜎𝑦

2(sin2( 1) (1 − 𝑐𝑜𝑠( 2 −  3)) + sin2( 2) 

(1 − 𝑐𝑜𝑠( 1 −  3)) + sin2( 3) (1 − 𝑐𝑜𝑠( 2 −  1)))) 
/(𝑠𝑖𝑛( 1 −  2) − 𝑠𝑖𝑛( 1 −  3) + 𝑠𝑖𝑛( 2 −  3))

2 
 

 

گیری در راستاهای مختلف و اگر انحراف از معیار خطای اندازه

 سان باشد )روابط زیر(.تمام لحظات یک
 

 

𝜎𝑥1 = 𝜎𝑥2 = 𝜎𝑥3 = 𝜎𝑦1 = 𝜎𝑦2 = 𝜎𝑦3 = 𝜎 
 

 

 گاه روابط زیر برقرار است.آن
 

 

𝐸[�̂�2] = 𝜎2((𝑠𝑖𝑛( 2) −  𝑠𝑖𝑛( 3))
2 

+(𝑠𝑖𝑛( 3) −  𝑠𝑖𝑛( 1))
2 + (𝑠𝑖𝑛( 1) −  𝑠𝑖𝑛( 2))

2) 
/(𝑠𝑖𝑛( 1 −  2) − 𝑠𝑖𝑛( 1 −  3) + 𝑠𝑖𝑛( 2 −  3))

2 
 

 

 روابط زیر برقرار است.نیز  ŷبه صورت مشابه برای 
 

 

𝐸[�̂�2] = 𝜎2((𝑐𝑜𝑠( 2) −  𝑐𝑜𝑠( 3))
2 

+(𝑐𝑜𝑠( 3) −  𝑐𝑜𝑠( 1))
2 + (𝑐𝑜𝑠( 1) −  𝑐𝑜𝑠( 2))

2) 
/(𝑠𝑖𝑛( 1 −  2) − 𝑠𝑖𝑛( 1 −  3) + 𝑠𝑖𝑛( 2 −  3))

2 
 

 

تا مبدا به  T[x̃  ỹ]ی ی نقطهدر نهایت انحراف از معیار فاصله

 .( است01ی )بطهصورت را
 

 

(01) 
𝐸[�̃�2 + �̃�2] = 𝐸[�̃�2] + 𝐸[�̃�2] 
= 2𝜎2(3 − 𝑐𝑜𝑠( 1 −  2) − 𝑐𝑜𝑠( 1 −  3) 
+ 𝑐𝑜𝑠( 2 −  3)) 
/(𝑠𝑖𝑛( 1 −  2) − 𝑠𝑖𝑛( 1 −  3) + 𝑠𝑖𝑛( 2 −  3))

2 
 

 

 باشد. σی دوران بین هر لحظه برابر با ض شود که زاویهاگر فر
 

 

 2 =  2 + 𝛼 =  1 + 2𝛼  2 =  1 + 𝛼 
 

 

 ی زیر برقرار است.به این ترتیب برای انحراف از معیار رابطه
 

 

(01) 𝐸[�̃�2 + �̃�2] = 𝜎2
(cos(𝛼) +  2)

(cos(𝛼) −  1)2(cos(𝛼) +  1)
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 ل خطای عددیتحلی -2-2-0

به منظور بررسی الگوریتم برازش دایره و مقایسه با خطای 

های تحلیلی انجام شده، تحلیل خطای عددی با استفاده از داده

های جا که دادهسازی شده صورت گرفته است. از آنشبیه

تر بودن گیری همواره با خطا همراه هستند، برای نزدیکاندازه

ها نیز با ی واقعی، این دادهداده سازی شده بههای شبیهداده

 خطا در نظر گرفته شده است.

( فرض شده است 0سازی شده، مانند شکل )های شبیهدر داده

صلبی نسبت به مرکز دوران ثابت دوران کرده و  که جسم

شود. گری از این جسم در هر لحظه ثبت میموقعیت نشان

اعمال شده گر خطایی چنین در هر لحظه به موقعیت نشانهم

( و انحراف از μ=0که این خطا با توزیع گوسی و میانگین صفر )

 های لازم در هر بخش در نظر گرفته شده است. معیار

برای تحلیل عددی خطا در ادامه با تغییر هر یک از متغیرهای 

ی مارکرها نسبت به مرکز (، فاصلهαی دوران )مساله، زاویه

(، موقعیت مرکز آنی دوران σ)( و انحراف معیار خطا rدوران )

های همراه با خطا به صورت عددی در سه فریم حاصل از داده

سازی شده و مقدار خطای تکرار شبیه 0000متوالی و برای 

 محاسبه شده است. 0جذر میانگین مربعات

 

 ها و بحثیافته -3
با توجه به بیان ماتریسی میزان خطا به صورت دو به دو برای 

مساله، ضریب همبستگی دوبعدی برای بررسی پارامترهای 

 ادهبا استف میزان همبستگی بین خطای تخمین به دست آمده

های حل عددی و تحلیلی محاسبه شده و برای زوج از روش

ی دوران، انحراف از معیار زاویه-پارامترهای انحراف از معیار خطا

فاصله از مرکز -ی دورانفاصله از مرکز دوران، و زاویه-خطا

طور که در جدول همان( ارائه شده است. 0دول )دوران در ج

شود، میزان همبستگی موجود بین روش ( مشاهده می0)

است. این  0تحلیلی و تحلیل خطای آن، بسیار نزدیک به 

( نیز مشاهد کرد. 8توان در شکل )همبستگی قدرتمند را می

وجود همبستگی بالا بین روش تحلیلی و تحلیل خطای آن، 

رساند. اگر چه را در این روش به اثبات می صحت تحلیل خطا

ام سازی انجدر این مطالعه فرایند تحلیل خطا برای روش بهینه

نشده، اما همبستگی آن با روش تحلیلی بررسی شده است. بر 

 سازی دراساس نتایج به دست آمده، دو روش تحلیلی و بهینه

کتور ه در فاهمبستگی بالایی با هم دارند. البت rو  σ ،αسه فاکتور 

α توان میزاناین رابطه مقداری تضعیف شده است اما باز هم می 

 همبستگی را بالا در نظر گرفت.
                                                           

0 Root Mean Square Error 

 

حل تحلیلی  ضریب همبستگی دوبعدی بین روش -(5)جدول 

سازی در میزان خطای تخمین با تحلیل خطای آن و حل بهینه

 موقعیت مرکز دوران

 پارامتر
 Vs تحلیلی

 یلیخطای تحلیل روش تحل

 Vs تحلیلی

 سازیبهینه

α – σ 55/0 26/0 

r – σ 55/0 56/0 

r - α 55/0 51/0  
 

 

( مقدار خطا در 09ی )بر اساس خطای تحلیلی طبق رابطه

ی مرکز دوران به انحراف از معیار خطای سیستم محاسبه

( αی دوران )( و سینوس و کسینوس زاویهσبرداری )داده

 دهد که اگر نسبت خطایمی چنین نتایج نشانبستگی دارد. هم

( ناچیز rگر از مرکز دوران )ی نشانگیری به فاصلهسیستم اندازه

باشد، خطای حاصل هیچ وابستگی به این فاصله نداشته و تغییر 

 آن تاثیری بر مقدار خطا ندارد.

در تحلیل عددی خطا برای بررسی میزان تاثیر هر یک از 

، σموقعیت مرکز دوران، سه پارامتر پارامترها بر خطای نهایی 

α  وr دیگر بررسی شده است. برای به صورت دو به دو با یک

ی تغییرات انحراف از معیار خطای سیستم این منظور دامنه

 یی تغییرات زاویهمتر، دامنهسانتی 9/0برداری بین صفر تا داده

مرکز  گر تای نشاندرجه و برای فاصله 060دوران بین صفر تا 

 متر تعیین شده است.سانتی 80تا  00دوران بین 

علاوه بر بررسی تاثیر تغییر هر یک از سه پارامتر بر میزان خطای 

ای نیز بین روش حل تخمین موقعیت مرکز دوران، مقایسه

ی ی خطای تحلیلی این روش )رابطهی رابطهتحلیلی با نتیجه

ی بهترین و ( صورت گرفته است. در نهایت برای شناسای09

ترین روش حل عددی برای تخمین موقعیت مرکز خطاکم

م سازی انجاای بین دو روش حل تحلیلی و بهینهدوران، مقایسه

 (. 8شده است )شکل 

ی دوران خطای تخمین موقعیت مرکز دوران با تغییرات زاویه

(αو انحراف از معیار خطای سیستم داده )( برداریσ در )

( نشان داده شده است. میزان 8شکل ) 2تا  0نمودارهای 

بر تغییرات خطای تخمین نیز در  rو  σاثرگذاری دو فاکتور 

( قابل مشاهده است. بر این اساس 8شکل ) 8تا  1نمودارهای 

، خطای σ( با افزایش 9نمودار  8در روش حل تحلیلی )شکل 

نهایی نیز به صورت خطی افزایش یافته است. در روش 

طور که بر خطای تخمین متفاوت است. همان σسازی اثر بهینه

شود، تغییر طیف رنگی از ( مشاهده می8شکل ) 1در نمودار 

نواخت نیست. قابل مشاهده است که چپ به راست، خطی و یک
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، خطا مقداری بیش از روش تحلیلی )شکل σدر مقادیر اندک 

، شیب خطا در روش σ( بوده اما با افزایش 9نمودار  8

، σکم شده است. بر این اساس بسته به مقادیر سازی بهینه

 یسازی گزینهتوان از بین دو روش حل تحلیلی و بهینهمی

مناسب را برای تخمین موقعیت مرکز دوران انتخاب کرد. البته 

های در بین روش σشایان ذکر است که مقادیر خطای حاصل از 

واند تسازی تفاوت قابل توجهی نداشته و نمیتحلیلی و بهینه

تاثیر محسوسی بر میزان خطای تخمین بگذارد. به طور کلی 

 برداری حرکتی دارند.همبستگی بالایی با فرایند داده σمقادیر 

دم برداری، عتواند ناشی از دقت پایین سیستم دادهاین خطا می

کالیبراسیون دقیق سیستم و رفتار غیرصلب پوست حین 

ری باشد. با کنترل های استریوفتوگرامتاستفاده از سیستم

توان خطای تخمین مرکز دوران برداری میخطای سیستم داده

 (. 8-0نمودار  8متر رساند )شکل میلی 0تر از را به کم
  

 

 یسازنهیبهبا روش  – یعدد حل یلیتحلبا روش  – یعدد حل روش حل تحلیلی یلیتحل یخطا

   

   

    
ی و فاصله (α) دوران یهیزاو ،(σ) یبردارداده ستمیس یخطا اریمع از انحراف پارامتری حرارتی تابعیت خطای تخمین از سه نقشه –(2شکل )

روش حل تحلیلی در شناسایی موقعیت مرکز دوران با  لیتحل یخطا و یسازنهیبه حل و یلیتحلروش حل  دو در( r)گر از مرکز دوران نشان

سطر اول تابعیت خطا از دو  است؛خطای تخمین  RMSمقدار  گربیان حرارتی نشان داده شده یبعد سوم که به صورت نقشهش برازش دایره؛ رو

و  رامتر انحراف از معیار خطا و فاصله تا مرکز دوراندوران، سطر دوم تابعت خطا از دو پا یبرداری و زاویهرامتر انحراف از معیار خطای دادهپا

، r[=0/0–8/0به صورت ] سه پارامتر راتییتغ یبازه دهد؛دوران را نشان می یطر سوم تابعیت خطا از دو پارامتر فاصله تا مرکز دوران و زاویهس

[060–0=]α [ 0-009/0و=]σ و در هر نمودار یک پارامتر ثابت است بوده (8/0=r ،80=α  00/0و=σ) 
 

 

( پارامتر دیگری است که تاثیر مستقیمی بر αی دوران )زاویه

کردی برازش میزان خطای تخمین مرکز دوران با روش عمل

 5تا  2و  2تا  0نمودارهای  8ور که در شکل طهماندایره دارد. 

درجه، خطای  080ی به محدوده αشود، با رساندن مشاهده می

 چنین باهم یابد.نهایی تخمین موقعیت مرکز دوران کاهش می

ی دوران نسبت به این محدوده، خطای افزایش و کاهش زاویه

طا خ یابد. قابل مشاهده است که مقادیرنهایی مجددا افزایش می

کند. دلیل نهایت میل میدرجه به بی 060ی صفر و در دو زاویه
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گر در لحظات مختلف است این مساله یکی بودن موقعیت نشان

ی متفاوت برای اجرای گیری از حداقل سه لحظهو لزوم بهره

 کند. الگوریتم برازش دایره را مشخص می

 تال،یجید به آنالوگ گنالیس لیتبد در ستیکوئینا یتئور طبق

باشد  گنالیحداقل دو برابر فرکانس س دیبا یبردارداده فرکانس

اساس در  نی. بر ا[09] شود یبازساز وستهیپ گنالیس کیتا 

 یالاترب فرکانس با یبردارداده اگر حرکاتبیومکانیکی  لیتحل

 فراهم ترشیب اتیجزئ با حرکات یبررس امکان شود، انجام

 دوران، یهیزاو و خطا عکوسم یرابطه به توجه با. شودیم

 که شودیم خطا شیافزا باعث یبردارداده فرکانس شیافزا

 کردی استهای عملترین مشکل بازسازی حرکت با روشعمده

در یک مطالعه میزان خطای تخمین مرکز دوران با . [08-06]

کردی بررسی شده و طبق نتایج آن در صورت های عملروش

ی ها، میزان خطا در دامنهگروقعیت نشاناعمال نویز به م

متر بوده و در صورت سانتی 0درجه برابر با  80تر از حرکتی کم

درجه، امکان کاهش  19ی حرکتی به بیش از افزایش دامنه

های با استفاده از روش .[08]متر وجود دارد میلی 2خطا به 

هیپ در کردی خطای تخمین موقعیت مرکز دوران مفصل عمل

متر برآورد میلی 5تا  1درجه برابر با  20تا  09ی حرکتی دامنه

محققان دیگری نیز در این زمینه به نتایج . [02] شده است

ای که در این مطالعات مغفول نکته. [06] اندمشابهی رسیده

( است. طبق σبرداری )مانده، عدم اعلام مقادیر نویز سیستم داده

ویز سیستم تاثیر بسیار زیادی در میزان ( مقادیر ن09ی )رابطه

(، با 8در شکل ) 8و  0خطای تخمین دارد. طبق نمودارهای 

در  αتوان با انتخاب مقادیر متر میمیلی 0تر از به کم σکاهش 

متر را به دست آورد. میلی 8تر از درجه، خطایی کم 00حدود 

رعت ه سدر تحلیل سینماتیکی حرکات انسان، بسته ب امعمول

های سرعت بالا استفاده شده تا جزئیات انجام حرکات از دوربین

ی دوران کوچک، تکرار سیکل حرکت بررسی شود. انتخاب زاویه

ان توآن می اهایی است که باز روشگیری از مقادیر، و میانگین

بدون از دست دادن جزئیات حرکت، دقت مطلوبی را نیز کسب 

ای فرایند مرتبه 0000تحلیلی با وجود تکرار  کرد. در روش حل

 8سازی مرکز دوران )شکل از آن برای شبیه گیریو میانگین

ی ادیز، خطای بسیار >00αسازی در (، نتایج شبیه8نمودار 

به همراه داشته است. بر این اساس استفاده از روش  را (<09/0)

واند تنمی σحل تحلیلی حتی با وجود مقادیر بسیار اندک 

 αتخمین مناسبی از موقعیت مرکز دوران در مقادیر کوچک 

سازی ی مقابل با استفاده از روش بهینهارائه دهد. در نقطه

را بسیار به صفر نزدیک کرد و در صورت  αتوان مقادیر می

 متر را به دست آورد.میلی 0تر از مناسب، خطایی کم σداشتن 

های مارکرگذاری برای ر پروتکلدیکی دیگر از فاکتورهایی که 

گیرد، تحلیل سینماتیکی حرکات انسان و ربات مد نظر قرار می

تاثیر  میزان قالهمگر نسبت به مفصل است. در این موقعیت نشان

 رار گرفتهقبررسی مورد ( rگر تا مرکز دوران )ی نشانفاصله

ای ( خطای تخمین مرکز دوران، رابطه09ی )است. مطابق رابطه

ای هگذاری دادهگر تا مرکز مفصل ندارد. با جایی نشانا فاصلهب

 یها)روش رهیبرازش دا تمیالگور دو هرشده در  یسازهیشب

 یینها یخطا زانی( در مr) ریمقاد ری(، تاثیسازنهیبه و یلیتحل

( نمودار 8شکل ) طابقمبررسی شده است. مرکز دوران  تیموقع

تاثیری در مقدار خطای  rوش حل تحلیلی، تغییر مقادیر ، در ر6

سازی، بسیار مشابه و خطا در روش بهینه rی نهایی ندارد. رابطه

(، در 8شکل ) 2و  1روند حل تحلیلی است اما طبق نمودارهای 

تر افزایش فواصل نزدیک به مرکز دوران، مقادیر خطا سریع

 2تا  8یش از یابد. قابل مشاهده است که در فواصل بمی

گر بر میزان خطا در روش متر،  اثرگذاری موقعیت نشانسانتی

شود. طبق فرضیات این پژوهش، رنگ میسازی نیز کمبهینه

وجود تفاوت نسبی اندک بین انحراف از معیار سیستم 

گر تا مرکز دوران، منجر به افزایش ی نشانبرداری و فاصلهداده

ناچیز  rبه  σورتی که نسبت شود. بر این اساس در صخطا می

 تاثیری در خطای نهایی نخواهد داشت.  rباشد، 

ای تحلیل صفحههای این مطالعه ترین محدودیتیکی از مهم

 بودهای روش ارائه شده مخصوص حرکات صفحهحرکات است. 

و بازسازی حرکاتی که محدود به تنها یک صفحه نیستند با خطا 

 بعدیبه حرکات سه توسعهقابل یتم الگوراین شود. همراه می

 و به جای شده. محور دوران با مرکز دوران جایگزین باشدز مینی

کره به مکان هندسی مارکرها در فضا  یتطبیق دایره، پوسته

رکز یافتن ممحدودیت دیگر این روش، وابستگی  شود.برازش می

بق به حرکت نسبی دو عضو دو سمت مفصل است. مطادوران 

گر )ها( روی خطای ی دوران نشاننتایج به دست آمده، زاویه

بل با خطای قاتخمین دامنه در حرکات کمتخمین تاثیر داشته و 

یک روش برای حل این مشکل، اجرای  شود.توجه همراه می

ی برداری پردامنه در ابتدای هر مرحلهیک پروتکل داده

های از دید دستگاهیافتن موقعیت مفاصل  رایبرداری بداده

ها گرچنین در صورتی که تعداد نشانمختصات محلی است. هم

ی برا یزمان قابل توجهبرداری زیاد باشد، های دادهو تعداد فریم

  شود.سازی صرف میبه روش بهینهبازسازی حرکت 
 

 گیرینتیجه -0
در این مطالعه برازش دایره به عنوان روشی مناسب برای یافتن 

ی دوران و به دنبال آن بازسازی حرکت معرفی شده و مرکز آن
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ی مرکز دوران با استفاده از آن فرموله شده ی محاسبهنحوه

است. در این روش موقعیت مرکز دوران نسبی بین دو لینک با 

سازی محاسبه شده و به استفاده از دو روش تحلیلی و بهینه

 عنوان تخمینی از محل مفصل ارائه شده است. 

ظور ارزیابی روش، تحلیل خطا به دو روش تحلیلی و عددی به من

انجام شده و عوامل موثر در خطای تخمین موقعیت مرکز دوران 

 ی(، زاویهσبرداری )مانند انحراف از معیار خطای سیستم داده

( مورد بررسی rگر از مرکز دوران )ی نشان( و فاصلهαدوران )

دی را برای بازسازی این مطالعه روش جدیقرار گرفته است. 

 هایکه لزوم نصب دقیق مارکر روی نشانه حرکت معرفی کرده

 ساز تحولیتواند زمینهآناتومیک مفاصل را از بین برده و می

 برداری حرکتی برای بازسازی حرکات باشد.جدید در داده

ن در ای ورد بررسیمسازی از بین دو روش حل تحلیلی و بهینه

ر در تسازی با توجه به دقت تخمین مطلوبنه، روش بهیمطالعه

و  σتر در مقادیر بالای زوایای دوران اندک، تاثیرپذیری کم

تواند در مطالعات بیومکانیکی برای سرعت بالا در حل مساله، می

در مطالعات آینده،  بازسازی حرکات انسان مورد توجه قرار گیرد.

ش برازش های افزایش دقت تخمین مرکز دوران در روروش

های واقعی در این دایره مورد بررسی قرار خواهد گرفت، داده

های گذاری خواهد شد و نتایج حاصل با روشروش جای

 ها مقایسه خواهد شد.هندسی مانند تقاطع عمود منصف
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