
 

 

Published by: Iranian Society for Biomedical Engineering  /  www.isbme.ir 

 

Iranian Journal of Biomedical Engineering 
 

www.ijbme.org  /  P-ISSN: 2008-5869  /  E-ISSN: 8006-9685 

 

Volume 16, Issue 4, Winter 2023, 321 - 333 
 

 

[ 

*Corresponding Author 

Address Department of Electrical and Computer Engineering, Faculty of Engineering, Kharazmi University, Tehran, Iran 

Postal Code 15719-14911 Tel +98-21-88830891 

E-Mail e.amini.b@khu.ac.ir Fax +98-21-88830891 

 

 

Proposal and Analysis of Fractional Order Mathematical Model to 

Describe the Transmission of Covid-19 Disease  
 

Marzban, Arman 
1
 / Amini Boroujeni, Elham 

2*
  

 
1 - M.Sc. Student, Department of Electrical and Computer Engineering, Faculty of Engineering, Kharazmi University, Tehran, Iran 
2 - Assistant Professor, Department of Electrical and Computer Engineering, Faculty of Engineering, Kharazmi University, Tehran, 
Iran 

 
A R T I C L E    I N F O 

DOI: 10.22041/ijbme.2023.1996296.1832 

Received: 15 March 2023 Revised: 4 June 2023 Accepted: 19 June 2023 

 
K E Y W O R D S A B S T R A C T 

Covid-19 

Fractional Order Calculus 

Mathematical Modeling 

Existence and Uniqueness 
of the Answer 

  

Considering that mathematical modeling is helpful in describing and analyzing the 

behavior of epidemic diseases. On the other hand, the accuracy and degree of freedom 

in modeling fractional order systems are more than that of integer order systems due to 
the presence of long-term memory property. This paper extends the existing integer 

order model of Covid-19 disease to fractional order systems using fractional order 

calculations. The proposed model’s positivity and bounded answers are proved using 

the invariant region theorem. Using the fixed point theory in Banach space, the existence 

and uniqueness of the solution of the proposed fractional order model are proved. The 

behavior of both integer and fractional order has been simulated and evaluated using 

real information published for Covid-19 in Thailand. The higher efficiency and accuracy 

of the proposed model of fractional order are confirmed in the simulation results. 
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 مشخصات مقاله

 ijbme.2023.1996296.1832/10.22041 دیجیتال: یشناسه

 8908خرداد  85 پذیرش: 8908خرداد  89 گری:بازن 8908د اسفن 89 ثبت در سامانه:

 
 های کلیدیواژه چکیده

و  گیر کمک کننده بودههای همهی ریاضی در توصیف و تحلیل رفتار بیماریسازمدلاین که  به توجه با

 یبه دلیل وجود ویژگی حافظهکسری  یمرتبه یهاستمیس یسازآزادی در مدل یدقت و درجهاز طرفی 

 یرتبهم ا استفاده از حسابانباشد، در این مقاله بمی صحیح یمرتبه یهاستمیاز س تربیشبلند مدت 

 یهاستمیس یبه حوزه 85-ی صحیح موجود برای توصیف انتقال بیماری کووید، مدل مرتبهکسری

با  یهادی کسری پیشنمرتبه های مدل. مثبت و محدود بودن پاسخشده استکسری بسط داده  یمرتبه

و  باناخ، وجود ثابت در فضای یتئوری نقطه ه کمکثابت اثبات شده و ب یناحیه یاستفاده از قضیه

ی چنین رفتار دو مدل مرتبهداده شده است. هم نشانکسـری پیشـنهادی  ییکتایی جواب مدل مرتبه

 در کشور 85-ی کوویدگیری از اطلاعات واقعی منتشر شده برای بیماری کسری با بهرهصحیح و مرتبه

ی پیشنهادی مرتبه مدل ترشیبیی و دقت کارای شده و مورد ارزیابی قرار گرفته است. سازهیشبتایلند 

 شده است. داییتی سازهیشبکسری در نتایج 

  85-دیکوو

 کسری یحسابان مرتبه

 ی ریاضیسازمدل

 وجود و یکتایی جواب
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 مقدمه -6

به  حیصح یق و انتگرال مرتبهمشت میبه تعم یکسر انحساب

حساب  ،گذشته یپردازد. در چند دههیم یکسر یمرتبه

مختلف  یهادر رشته یکسر لیفرانسیو معادلات د یکسر

 ،روزافزون یکاربردهااین کرده است. با توجه به  دایکاربرد پ

 لیفرانسیمعادلات د یو عدد قیدق یهابه راه حل یتوجه فراوان

بودن  یکتابه وجود و  یادیمقالات زدر است.  شده یکسر

[ و 8ی ]کسر لیفرانسیحل معادلات د یبرا یلیتحل یهاروش

 [. 9-8] استشده پرداخته  هاپایداری آن

 یماریب کیکرونا  یا ویروس 85-عامل بیماری کووید روسیو

در شهر ووهان  8085که در دسامبر  بودهتازه ظهور  یعفون

 هافتیسر جهان گسترش و به سرعت در سرا هشروع شد نیچ

 ریمرگ و م زانیاز م ترشیب یبهبود زانیچه م . اگر[9است ]

مضر است  اریبس یبشر یجامعه یبرا 85-دیاما عفونت کوو بوده

که  ییهاروسیو[. 8] شودیم یو اقتصاد یمال یو باعث ضررها

کشنده  یهایماریو ب یمشترک سرماخوردگ یهایماریباعث ب

 دیحاد شد یمتوسط و سندرم تنفس یمانند سندرم تنفس

علائم [. 7] کرونا هستند یهاروسیو یشوند از خانوادهیم

 یتواند شامل علائم سرماخوردگی عادمی 85-دیکوو یبیمار

تب و لرز، سرفه، تنگی نفس، مشکلات حاد تنفسی و  مانند

شود. یروز ظاهر م 80الی  8 یمشکلات گوارشی باشد که ط

یاتی ح یهاتواند بخشر دستگاه تنفسی میعلاوه ب کرونا روسیو

 ینچنبدن مانند کلیه، قلب و مغز را نیز درگیر کند. هم گرید

 یازمینه یهایبیمار یدر سالمندان و افراد دارا یشدت بیمار

 است تربیش ابتییقلبی و د یهایمانند فشار خون بالا، بیمار

 یگذاراصلهمانند ف ییداروریغ یهمداخل گذاراناستیس[. 6، 7]

افراد مبتلا، استفاده از  یجداساز ،یشخص یهنیقرنط ،یاجتماع

 یهاتیو محدود یپرسنل پزشک یمحافظ برا یهاتیماسک، ک

 [.8] اندوضع کرده یماریب وعیبه حداقل رساندن ش یسفر را برا

 یارمیانتقال ب یهاسمیتر مکانقیدرک عم در یاضیر یسازمدل

ها  و استیس یوده و به توسعهموثر ب 85-دیکوو ریگهمه

کمک کرده است. اکثر  یبهداشت عموم تیرعا یکارهاراه

 ی باتوان به طور کلیرا م 85-دیکوو ریگهمهبیماری  یهامدل

. این کرد سازیمدل (SIR) 8تیبر جمع یمبتن یهاانواع مدل

بر عامل  یمبتن یهامدل ای لیفرانسیتوسط معادلات د هامدل

ساختار و تبادل  کیها افراد معمولا در که در آن هشدنشان داده 

های ارائه سازی[. مدل5] تعامل دارند یعفونت به صورت تصادف

ی مرتبه دینامیکی  های غیرخطیی ابتدایی از نوع مدلشده

[. کمبود اطلاعات راجع به بیماری در 80صحیح بوده است ]

                                                             
8 Susceptible-Infected-Recovered 

ی تبههای ریاضی مراوایل شیوع آن سبب شده است که مدل

پایین با حسابان صحیح برای توصیف رفتار بیماری ارائه شود 

ها و پارامترهایی که در [. با گذشت زمان محققان بخش88]

ی هارفتار بیماری دخیل و تاثیرگذار بوده را لحاظ نموده و مدل

 [.88-5اند ]تری را ارائه کردهی صحیح دقیقریاضی مرتبه

های ناگهانی ر واقعیت و جهشبا توجه به رفتار این بیماری د

ی کسری که های مرتبهگران با استفاده از مدلآن، پژوهش

ی صحیح بوده و توجه های مرتبهی مدلی توسعه یافتهنسخه

ی های مرتبهی آزادی سیستمبه این نکته که دقت و درجه

تر از ی بلند مدت بیشکسری به دلیل دارا بودن ویژگی حافظه

های ها در توصیف رفتار پدیدهظر آنحالت صحیح متنا

ی کسری متنوعی برای توصیف های مرتبهدینامیکی است، مدل

 [.  89-80اند ]رفتار این بیماری ارائه کرده

 ی حساباندر حوزه 5ی مرتبه یاضیمدل ر کی قالهمدر این 

 در جامعه رگذاریثات هایبخشی جامعی روی مطالعهکه  حیصح

 با استفاده از گرفته شده و سپس در نظردارد  انتقال بیماری

 بسط یکسر یمرتبه هایستمیس یبه حوزه یحسابان کسر

 هایستمیس ترشیب یآزاد یبه درجه توجه داده شده است. با

 کردملع ح،یصح یمرتبه هایستمینسبت به س یکسر یهمرتب

ی واقعی کشور هادادهی روی شنهادیپ یکسر یمرتبه ستمیس

د کرعمل یدارا شده که این مدل مشخصرسی شده و تایلند بر

 .است حیصح یهمرتب ستمینسبت به س ترییقو دقبهتر 

 ت.اس دهش یمعرف ازین موردمقدمات ریاضی  8در ادامه در بخش 

ی کسری پیشنهادی برای توصیف انتقال مدل مرتبه 0در بخش 

بیان شده و تحلیل پاسخ مدل پیشنهادی در  85-بیماری کووید

 اختصاص جینتا یسازهیشب به 9انجام شده است. بخش  9خش ب

 .استمطالب مطرح شده  بندیجمع 8در بخش  و شده داده

 

 مقدمات ریاضی -2
ری ی کسای مشتقات و انتگرال مرتبهدر این بخش مفاهیم پایه

 تر آنمورد استفاده در این مقاله معرفی شده که مباحث کامل

 است.[ قابل مشاهده 88در مرجع ]

در  𝑓(𝑡)تابع  𝛼ی ی کسری از مرتبهانتگرال مرتبه: 8تعریف 

 این رابطهدر  ( بوده که8ی )به صورت رابطه 𝑡تا  𝑎ی زمانی بازه

𝛼 ∈ 𝑅+  و𝐼𝑡
𝛼

𝑎
 است. یکسر یمرتبه گر انتگرالعمل  

 
 

(8) 𝐼𝑡
𝛼

𝑎
 𝑓(𝑡) ≜

1

Γ(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1
𝑡

𝑎

𝑓(𝜏)𝑑𝜏 
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 𝛼ی از مرتبه 8ی کسری با تعریف کپوتومشتق مرتبه: 8تعریف 

𝒟𝑡که در آن ( بوده 8ی )به صورت رابطه 𝑓(𝑡)تابع 
𝛼

𝑎
𝐶 گر عمل

𝑚ی کسری با تعریف کپوتو و مشتق مرتبه = ⌈𝛼⌉ ییا به عبارت 

𝑚 تر یا مساوی ترین عدد صحیح بزرگبرابر با کوچک𝛼 .است 
 

 

(8) 𝒟𝑡
𝛼

𝑎
𝐶 𝑓(𝑡) =

1

Γ(𝑚 − 𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑚−𝛼−1𝑓(𝑚)(𝜏)𝑑𝜏 
𝑡

𝑎

 
 

 

 ی تابعدو پارامتری که تعمیم یافته 8لفلر-: تابع میتگ0تعریف 

ی معادلات دیفرانسیل نمایی بوده و تابعی پرکاربرد در حوزه

 .دشویم( تعریف 0ی )کسری است به صورت رابطه
 

 

(0) 𝐸(𝛼,𝛽)(𝑍) =∑
𝑧𝑘

Γ(𝛼𝑘 + 𝛽)
, 𝛼, 𝛽 > 0

∞

𝑘=0

 

 

 

 صورت بهاست و  0گر تابع گامابیان Γگر در این رابطه عمل

 شود.( تعریف می9ی )رابطه
 

 

(9) Γ(𝑥) = ∫ 𝑒−𝑡𝑡𝑥−1𝑑𝑡
∞

0
                  𝑥 ∈ 𝑅+ ∪ {0} 

 

 

ی کسری پیشنهاد مدل ریاضی مرتبه -1

 61-انتقال بیماری کووید جهت توصیف
سازی ریاضی [ جهت مدل87با توجه به مدل پیشنهادی مرجع ]

 بخش زیر تقسیم شده است. 5بیماری، کل جمعیت جامعه به 
  

8- 𝑆𝑢 شده ن نهیحساس قرنط: افراد 

8- 𝑆𝑠𝑞 یدولت یهنیکه در قرنطشده  نهیمستعد قرنط: افراد 

  هستند

0- 𝐸𝑢 نشده نهیقرنطمعرض در : افراد  

9- 𝐸𝑞 بیماری در معرض ی کهافراد، نهیدر معرض قرنط: افراد 

-یو نم ندادهاز خود نشان  یآلوده هستند اما علائم وقرار گرفته 

 توانند عفونت را منتقل کنند 

9- 𝐼𝑠85-دیکووبیماری که آلوده هستند و علائم  یعفون : افراد 

 دهند یرا نشان م

8- 𝐼𝑎 اند اما که آلوده شده افرادی، یعفون-بدون علامت: افراد

 دهستن ینیبدون علائم بال ای داشته فیخف ینیعلائم بال

7- 𝐼𝑖 ها و مارستانیکه در ب افرادی ،شده زولهیا یعفون: افراد

 اند شده زولهیا یالتیا یهنیقرنط

6- 𝐼𝑖𝑐𝑢 دارند  ژهیو یهابه بخش مراقبت ازین: افرادی که 

5- 𝑅 : افتهیافراد بهبود 

                                                             
8 Caputo 

8 Mittag-Leffler Function 

نشان داده شده به صورت  𝑁کل جمعیت جامعه که با بنابراین 

 شود.( تعریف می9ی )رابطه
 

 

(9) 𝑁(𝑡) = 𝑆𝑢(𝑡) + 𝑆𝑠𝑞(𝑡) + 𝐸𝑢(𝑡) + 𝐸𝑞(𝑡) + 𝐼𝑠(𝑡) 

                          +𝐼𝑖(𝑡) + 𝐼𝑎(𝑡) + 𝐼𝑖𝑐𝑢(𝑡) + 𝑅(𝑡) 
 

 

جهت بیان نرخ تغییرات در  [87] ی صحیح مرجعمدل مرتبه

 ( است.8ی )های جامعه به صورت رابطههر یک از بخش
 

 

(8) 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
𝑆𝑢̇(t) = Λ − 𝐴1𝜆𝑆𝑢 + 𝜓𝑞𝑆𝑠𝑞 − 𝜇𝑆𝑢        

𝑆𝑠𝑞̇ (t) = (1− 𝑝)𝜆𝑆𝑢 −𝐴2𝑆𝑠𝑞 − 𝜇𝑆𝑠𝑞      

𝐸𝑢̇(t) = (1− 𝑞)𝑝𝜆𝑆𝑢 −𝐴3𝐸𝑢                   

𝐸𝑞̇(t) = 𝑞𝑝𝜆𝑆𝑢 + 𝛼𝑢𝐸𝑢 −𝐴4𝐸𝑞                

𝐼𝑠̇(t) = 𝛿𝑢𝜎𝑢𝐸𝑢 −𝐴5𝐼𝑠                                

𝐼𝑖̇(t) = 𝛾𝜎𝑞𝐸𝑞 +𝜙𝑠𝐼𝑠 + 𝜎𝑎𝐼𝑎 − 𝐴6𝐼𝑖         

𝐼𝑎̇(t) = 𝐴7𝜎𝑢𝐸𝑢 + (1 − 𝛾)𝜎𝑞𝐸𝑞 −𝐴8𝐼𝑎  

𝐼𝑖̇𝑐𝑢(t) = 𝜈𝑖𝐼𝑖 −𝐴9𝐼𝑖𝑐𝑢                                   

𝑅̇(t) = 𝑟𝑠𝐼𝑠 + 𝑟𝑖𝐼𝑖 + 𝑟𝑎𝐼𝑎 + 𝑟𝑖𝑐𝑢𝐼𝑖𝑐𝑢 − 𝜇𝑅

 

 

 

 شود.به صورت زیر تعریف می 9Aتا  1Aدر این رابطه ضرایب 
 

 

(7) 

𝐴1 = (1 − 𝑝) + (1− 𝑞)𝑝 + 𝑞𝑝 

𝐴2 = 𝜓𝑞 + 𝜇 

𝐴3 = 𝛼𝑢 + 𝜎𝑢 + 𝜇 

𝐴4 = 𝜎𝑞 + 𝜇 

𝐴5 = 𝑟𝑠 +𝜙𝑠 +𝑚𝑠 + 𝜇 

𝐴6 = 𝑟𝑖 + 𝜈𝑖 +𝑚𝑖 + 𝜇   
𝐴7 = (1− 𝛿𝑢)𝜎𝑢 

𝐴8 = 𝑟𝑎 + 𝑣𝑎 +𝑚𝑎 + 𝜇 

𝐴9 = 𝑟𝑖𝑐𝑢 +𝑚𝑖𝑐𝑢 + 𝜇 
 

 

 𝑝𝜆و  یعیطب رینرخ مرگ و م 𝜇، ورود به بیمارینرخ  𝛬پارامتر 

در طبقات  .است 𝑝با احتمال عفونت  روسینرخ ابتلا به و

1)با نرخ  شدهن نهیقرنط یهاتیحساس، جمع − 𝑝)𝜆 نهیقرنط 

 نهیقرنط یبه طبقه 𝜓𝑞و با نرخ  شوندیآزاد م نهیو از قرنط هشد

 𝑞𝑝𝜆 یهابا نرخ بیها به ترتآن نیعلاوه بر ا .ندگردیباز م نشده

1)و  − 𝑞)𝑝𝜆 نهیو بدون قرنط نهیدر معرض قرنط یهابه کلاس 

در معرض،  یدر طبقه .کنندیحرکت م 𝑞 یهنیبا نرخ قرنط

 روسیو 9ینهفتگ یدر مرحله رایندارد زوجود  یماریانتقال ب

 𝜎𝑢با  بیبه ترت نهیو قرنط نهیرقرنطیغ ینهفتگ یهااست. دوره

 𝛼𝑢با نرخ  شدهن نهیقرنط یهاتیجمع .شوندیم فیتعر 𝜎𝑞و 

به  نهفتگی یدوره انیو در پا شده نهیقرنط (تماس یابینرخ رد)

1)و  𝜎𝑢𝛿𝑢 هایبا نرخ بیترت − 𝛿𝑢)𝜎𝑢 یعفون یهابه کلاس 

-تیجمع نیعلاوه بر ا .شوندیدار و بدون علامت منتقل متعلام

با  بیبه ترت نهفتگی یدوره انیدر پا زیشده ن نهیقرنط یها

1)و  𝛾𝜎𝑞 هاینرخ − 𝛾)𝜎𝑞 دار و علامت یعفون یهابه کلاس

 یهاتیدر طبقات آلوده، جمع شوند.یبدون علامت منتقل م

0 Gamma Function 

9 Incubation 
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ا تماس ب یابیبا رد بیدار و بدون علامت به ترتعلامت یعفون

 𝑣𝑖با نرخ  زولهیعلاوه افراد ابه  شوند.یجدا م 𝜎𝑎و  𝜙𝑠 هاینرخ

در  .شوندیمنتقل م ژهیو یهابخش مراقبت یهابه کلاس

از  یناش ریمرگ و م زانیو م یبعد، نرخ بهبود یمرحله

به ترتیب  𝐼𝑖𝑐𝑢و  𝐼𝑠 ،𝐼𝑖 ،𝐼𝑎 یر طبقات آلودهدبیماری  یریگهمه

مقادیر . شودیم فیتعر 𝑚𝑠 ،𝑚𝑖 ،𝑚𝑎 ،𝑚𝑖𝑐𝑢و  𝑟𝑠 ،𝑟𝑖 ،𝑟𝑎 ،𝑟𝑖𝑐𝑢با 

 ( ارائه شده است.8پارامترهای ثابت مدل در جدول )
 

 

 مقادیر ثابت پارامترهای مدل -(6جدول )

 مقدار پارامتر مقدار پارامتر
𝛽𝑠𝑜 5985/0  𝑟𝑠 8/0  
𝑝 6658/0  𝑟𝑖 889/0  

𝜎𝑎 8900/0  𝑟𝑎 80576/0  
𝛼𝑢 0088/0  𝑟𝑖𝑐𝑢 8/0  
𝑞 0057/0  𝑚𝑠 00088/0  
𝜀𝑣  79/0  𝑚𝑖 00088/0  
𝜇 000080/0  𝑚𝑎 9/0  𝑚𝑠 
𝑁 88850000 𝑚𝑖𝑐𝑢 9/8  𝑚𝑠 
Λ μN 𝜙𝑠 8/0  
𝜓𝑞 07898/0  𝛾 7/0  
𝜎𝑢 8580/0  𝜈𝑖 089/0  
𝜎𝑞 8580/0  𝜂𝑎 9/0  
𝛿𝑢 8/0     

 

 

ی های مرتبهی بلند مدت سیستمویژگی حافظهبه  توجه با

دقت و های دینامیکی با سازی پدیدهکسری که امکان مدل

 یمدل رابطه ادامهدر  ،کندرا فراهم می ترشیب یآزاد یدرجه

سری به حسابان ک وتوپک یکسر ی( با استفاده از مشتق مرتبه8)

 فیتوص یکسر یحالت مدل مرتبه نی. در ابسط داده شده است

 .است( 6) یبه صورت رابطه 85-دیکوو یماریب یکننده
 

 

(6) 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
𝒟𝑡
𝛼

0
𝐶 𝑆𝑢(𝑡) = Λ − 𝐴1𝜆𝑆𝑢 + 𝜓𝑞𝑆𝑠𝑞 − 𝜇𝑆𝑢       

𝒟𝑡
𝛼

0
𝐶 𝑆𝑠𝑞(𝑡) = (1 − 𝑝)𝜆𝑆𝑢 − 𝐴2𝑆𝑠𝑞 − 𝜇𝑆𝑠𝑞     

𝒟𝑡
𝛼

0
𝐶 𝐸𝑢(𝑡) = (1 − 𝑞)𝑝𝜆𝑆𝑢 −𝐴3𝐸𝑢                  

𝒟𝑡
𝛼

0
𝐶 𝐸𝑞(𝑡) = 𝑞𝑝𝜆𝑆𝑢 +𝛼𝑢𝐸𝑢 − 𝐴4𝐸𝑞                

𝒟𝑡
𝛼

0
𝐶 𝐼𝑠(𝑡) = 𝛿𝑢𝜎𝑢𝐸𝑢 − 𝐴5𝐼𝑠                               

𝒟𝑡
𝛼

0
𝐶 𝐼𝑖(𝑡) = 𝛾𝜎𝑞𝐸𝑞 +𝜙𝑠𝐼𝑠 + 𝜎𝑎𝐼𝑎 −𝐴6𝐼𝑖        

𝒟𝑡
𝛼

0
𝐶 𝐼𝑎(𝑡) = 𝐴7𝜎𝑢𝐸𝑢 + (1− 𝛾)𝜎𝑞𝐸𝑞 − 𝐴8𝐼𝑎 

𝒟𝑡
𝛼

0
𝐶 𝐼𝑖𝑐𝑢(𝑡) = 𝜈𝑖𝐼𝑖 − 𝐴9𝐼𝑖𝑐𝑢                                 

𝒟𝑡
𝛼

0
𝐶 R(𝑡) = 𝑟𝑠𝐼𝑠 + 𝑟𝑖𝐼𝑖 + 𝑟𝑎𝐼𝑎 + 𝑟𝑖𝑐𝑢𝐼𝑖𝑐𝑢 − 𝜇𝑅

 

 

 

 ( و5ی )ه صورت رابطهب (𝜆)عفونت  شدت این رابطه پارامتر در

( 80ی )به صورت رابطه (D) تیدر جمع ریتعداد مرگ و م

 شود.تعریف می

                                                             
8 Invariant Region 

 

 

(5) 𝜆 =
𝛽𝑠𝑜(𝐼𝑠(𝑡) + 𝜂𝑎𝐼𝑎(𝑡))

𝑆𝑢(𝑡) + 𝐸𝑢(𝑡)+ 𝐼𝑠(𝑡) + 𝐼𝑎(𝑡) + 𝑅(𝑡)
 

  

(80) 𝒟𝑡
𝛼

0
𝐶 𝐷(𝑡) = 𝑚𝑠𝐼𝑠 +𝑚𝑖𝐼𝑖 +𝑚𝑎𝐼𝑎 +𝑚𝑖𝑐𝑢𝐼𝑖𝑐𝑢 

 

 

با لحاظ کردن این نکته که مقدار جمعیت همواره عددی مثبت 

( و 8است، بردار شرایط اولیه برای مدل بیان شده در روابط )

 شود.( تعریف می88ی )( به صورت رابطه6)
 

 

(88) 𝐼𝐶 = [𝑆𝑢(0), 𝑆𝑠𝑞(0),𝐸𝑢(0),𝐸𝑞(0), 𝐼𝑠(0), 
                                    𝐼𝑖(0), 𝐼𝑎(0), 𝐼𝑖𝑐𝑢(0),𝑅(0)]

𝑇         
 

 

ی کسری پیشنهاد تحلیل مدل ریاضی مرتبه -4

 61-شده برای توصیف انتقال بیماری کووید
پاسخ مثبت و نقاط تعادل مدل  در این بخش به تحلیل و بررسی

ی معرفی شده در رابطه 85-ی کسری کوویدپیشنهادی مرتبه

گیری عدد بازتولید ( پرداخته شده و سپس رفتار آن با بهره6)

 اساسی و وجود و یکتایی جواب تحلیل شده است.
 

 ی ثابتناحیه -4-6
 یاجزا تمامبودن  یرمنفیغ یبررس یبرا 8ثابت ییهناحاز روش 

جا که مقدار جمعیت ( استفاده شده است. از آن6ی )رابطه لمد

نشان داده شده که تمام  8ی منفی معنادار نیست، در قضیه

 ( غیرمنفی است. 6ی )در رابطه 85-های مدل بیماری کوویدحل

 ای به صورت زیر در نظر گرفته شده است.ابتدا مجموعه
 

 

𝒜= {𝑆𝑢 , 𝑆𝑠𝑞 , 𝐸𝑢 , 𝐸𝑞 , 𝐼𝑠 , 𝐼𝑖 , 𝐼𝑎 , 𝐼𝑖𝑐𝑢 , 𝑅 ∈ 𝑅+
9 :𝑁(𝑡) ≤

Λ

𝑑
} 

 

 

 8ی شدنیناحیه 𝒜ی ی بستهکه مجموعه شدهحال نشان داده 

 ( است.6ی کسری با رابطه )سیستم مرتبه

𝒜ی ی بستهمجموعه: 8ی قضیه ⊂ 𝑅+
ی با هر شرط اولیه 9

+𝑅غیرمنفی در 
( به 6ی )کسری رابطه یبرای مدل مرتبه 9

 صورت ثابت و مثبت است.

 ی زیر را در نظر بگیرید. اثبات: دو رابطه
 

 

𝛿 = 𝑚𝑖𝑛{𝑚𝑠، 𝑚𝑖، 𝑚𝑎، 𝑚𝑖𝑐𝑢} 
 

𝑑 = 𝑚𝑖𝑛{𝜇, 𝛿} 
 

 

تمام روابط  ت،یکل جمع یدست آوردن مشتق کسره ب یبرا

ه دست روابط زیر بسپس شده و ( جمع 6) یرابطهموجود در 

 آمده است.

8 Feasible  

Copyright © 2023 by ISBME, http://www.ijbme.org - All rights reserved
This work is licensed under a Creative Commons Attribution-NonCommercial 4.0 International License
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(88) 

𝔇𝑡
𝛼

 0
𝐶 𝑁(𝑡) = 𝔇𝑡

𝛼
 0
𝐶 𝑆𝑢(𝑡) + 𝔇𝑡

𝛼
 0
𝐶 𝑆𝑠𝑞(𝑡) 

+ 𝔇𝑡
𝛼

 0
𝐶 𝐸𝑢(𝑡) + 𝔇𝑡

𝛼
 0
𝐶 𝐸𝑞(𝑡) + 𝔇𝑡

𝛼
 0
𝐶  𝐼𝑠(𝑡) 

+ 𝔇𝑡
𝛼

 0
𝐶 𝐼𝑖(𝑡) + 𝔇𝑡

𝛼
 0
𝐶 𝐼𝑎(𝑡) +  𝔇𝑡

𝛼
 0
𝐶 𝐼𝑖𝑐𝑢(𝑡) 

+ 𝔇𝑡
𝛼

 0
𝐶 𝑅(𝑡) = 𝛬 − 𝜇𝑁(𝑡) − 𝑚𝑖𝐼𝑖(𝑡) −𝑚𝑠𝐼𝑠(𝑡) 

−𝑚𝑎𝐼𝑎(𝑡) −𝑚𝑖𝑐𝑢𝐼𝑖𝑐𝑢(𝑡) 
≤ 𝛬 − 𝜇(𝑆𝑢 + 𝑆𝑠𝑞 +𝐸𝑢 + 𝐸𝑞 +𝑅) 

−(𝜇 + 𝛿)(𝐼𝑠 + 𝐼𝑎 + 𝐼𝑠 + 𝐼𝑖𝑐𝑢) 
≤ 𝛬 − 𝑑(𝑆𝑢 + 𝑆𝑠𝑞 +𝐸𝑢 +𝐸𝑞 + 𝑅) 

−𝑑(𝐼𝑠 + 𝐼𝑎 + 𝐼𝑠 + 𝐼𝑖𝑐𝑢) ≤ 𝛬 −  𝑑𝑁(𝑡) 
 

 

ی فوق از تبدیل لاپلاس استفاده شده که در جهت حل نامعادله

ورت لفلر به ص-این صورت پاسخ زمانی آن بر حسب توابع میتگ

 ( است.80ی )رابطه
 

 

(80) 
𝑠𝛼𝑁(𝑠)− 𝑠𝛼−1𝑁(0) ≤

𝛬

𝑠
− 𝑑𝑁(𝑠)⇒ 𝑁(𝑠) 

≤
𝛬

𝑠(𝑠𝛼 + 𝑑)
+
𝑁(0)𝑠𝛼−1

(𝑠𝛼 + 𝑑)

ℒ−1

⇒ 𝑁(𝑡) 

≤ 𝑁(0)𝐸𝛼,1(−𝑑𝑡
𝛼) + 𝛬𝑡𝛼𝐸𝛼,𝛼+1(−𝑑𝑡

𝛼) 
 

 

همان در  𝒜 یناحیه در یرمنفیغ یاولیه طیحل مدل با شرا

به طور مثبت ثابت  𝒜 یناحیه نی. بنابراماندیم یباقمرحله 

+𝑅 یهاحل است و تمام
 کند.جذب میرا  9

 

 بررسی نقاط تعادل و پایداری -4-2
با توجه به این که مشتق کپوتو یک ضریب ثابت برابر صفر است، 

( 6ی )معرفی شده با رابطه 85-بنابراین نقاط تعادل مدل کووید

 8گیری( و همه𝐸𝑑𝑓𝑒)از بیماری  8ی تعادل عاریشامل دو نقطه

(𝐸𝑒𝑒( بوده که به ترتیب در روابط )بیان شده است.89( و )89 ) 
 

 

(89) 
𝐸𝑑𝑓𝑒 = (𝑆𝑢 , 𝑆𝑠𝑞 , 𝐸𝑢 , 𝐸𝑞 , 𝐼𝑠 , 𝐼𝑖 , 𝐼𝑎 , 𝐼𝑖𝑐𝑢 , 𝑅)

= (
𝛬

𝜇
, 0,0,0,0,0,0,0,0) 

  

(89) 𝐸𝑒𝑒 = (𝑆𝑢
∗ ,  𝑆𝑠𝑞

∗ , 𝐸𝑢
∗ , 𝐸𝑞

∗ , 𝐼𝑠
∗, 𝐼𝑖

∗, 𝐼𝑎
∗ , 𝐼𝑖𝑐𝑢

∗ , 𝑅 
∗) 

 

 

 ی زیر نیز برقرار است. چنین رابطههم
 

 

(𝑆𝑢
∗ ,  𝑆𝑠𝑞

∗ , 𝐸𝑢
∗ , 𝐸𝑞

∗ , 𝐼𝑠
∗, 𝐼𝑖

∗, 𝐼𝑎
∗ , 𝐼𝑖𝑐𝑢

∗ , 𝑅 
∗) ≠ (0,0,0,0,0,0,0,0,0) 

 

 

جهت بررسی پایداری سیستم از تعریف عدد بازتولید اساسی 

 وعیش توصیف یبرا اساسی دیتولبازعدد استفاده شده است. از 

 ینرخ تماس، خطر عفونت و طول مدت عفون یاثربخش ،یماریب

تعداد موارد تازه آلوده با تعداد موارد  نیانگیم یهسیبودن با مقا

 . [86] دشویجامعه استفاده م کیآلوده در 

روی سیستم  NGM0عدد بازتولید اساسی با استفاده از روش 

به  [87] مرجعگیری از ( با بهره6ی )ی کسری رابطهمرتبه

 ( است. 88ی )صورت رابطه
 

                                                             
8 Disease-Free Equilibrium 

8 Endemic Equilibrium  

 

(88) 
R0=

pA0
A3A4A5A8

((1-γ)A5ηaσq(A3q-

αuq+αu)+A4(1-q)(A5A7ηa+A8δuαu)) 
 

 

ℛ0( اگر 89ی )گیری در رابطهی تعادل همهنقطه > باشد به  1

 . صورت مجانبی محلی پایدار است
 

 وجود و یکتایی جواب -4-1
سعی شده است تا وجود و یکتایی پاسخ مدل این بخش در 

 یتئوربا استفاده از  (6ی )پیشنهادی معرفی شده در رابطه

 ییکتایوجود و  [.88-85قرار گیرد ] مورد بررسی ثابت ینقطه

اب را ایجبودن پاسخ مدل  کتایوجود و  یبرا یکاف طیجواب شرا

سمت  توابع بودن شیتزلیپبودن و  وستهیپ بیبه ترت کرده و

دهد. سیستم با چنین شرایطی ( را نتیجه می6ی )رابطهراست 

ای ارپذیرتر از سیستم بدون پاسخ یا دتر و کنترلبینیقابل پیش

شمار پاسخ بوده و از این منظر برای مدل بیماری کرونا از بی

بت ی ثابا استفاده از تئوری نقطه ای برخوردار است.اهمیت ویژه

( به ازای 6ی )ی کسری رابطهنشان داده شده که سیستم مرتبه

( دارای 88ی )ی مثبت ذکر شده در رابطهبردار شرایط اولیه

تم ی کسری به  سیسانتگرال مرتبه جواب یکتایی است. با اعمال

 ی زیر به دست آمده است.( رابطه6ی )ی کسری رابطهمرتبه
 

 

(87) 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
𝑆𝑢(𝑡) = 𝑆𝑢(0) + 𝔦(𝑡)𝐾1(𝜏, 𝑆𝑢)𝑑𝜏  

𝑆𝑠𝑞(𝑡) = 𝑆𝑠𝑞(0) + 𝔦(𝑡)𝐾2(𝜏, 𝑆𝑠𝑞)𝑑𝜏 

𝐸𝑢(𝑡) = 𝐸𝑢(0) + 𝔦(𝑡)𝐾3(𝜏, 𝐸𝑢)𝑑𝜏     

𝐸𝑞(𝑡) = 𝐸𝑞(0) + 𝔦(𝑡)𝐾4(𝜏, 𝐸𝑞)𝑑𝜏    

𝐼𝑠(𝑡) = 𝐼𝑠(0) + 𝔦(𝑡)𝐾5(𝜏, 𝐼𝑠)𝑑𝜏      

𝐼𝑖(𝑡) = 𝐼𝑖(0) + 𝔦(𝑡)𝐾6(𝜏, 𝐼𝑖)𝑑𝜏       

𝐼𝑎(𝑡) = 𝐼𝑎(0) + 𝔦(𝑡)𝐾7(𝜏, 𝐼𝑎)𝑑𝜏     

𝐼𝑖𝑐𝑢(𝑡) = 𝐼𝑖𝑐𝑢(0) + 𝔦(𝑡)𝐾8(𝜏, 𝐼𝑖𝑐𝑢)𝑑𝜏

𝑅(𝑡) = 𝑅(0) + 𝔦(𝑡)𝐾9(𝜏, 𝑅)𝑑𝜏        

 

 

 

𝔦(𝑡)در این رابطه  =
1

Γ(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝛼−1
𝑡

0
 𝐾𝑖توابع برقرار بوده و  

(𝑖 =  .است( 86ی )( به صورت رابطه9…1
 

 

𝐾1(𝜏, 𝑆𝑢) = Λ − ((1− 𝑝) + (1 − 𝑞)𝑝 + 𝑝𝑞)𝜆𝑆𝑢(𝑡)

+ 𝜓𝑞𝑆𝑠𝑞(𝑡) − 𝜇𝑆𝑢(𝑡) 

𝐾2(𝜏, 𝑆𝑠𝑞) = (1− 𝑝)𝜆𝑆𝑢(𝑡) − (𝜓𝑞 + 𝜇)𝑆𝑠𝑞(𝑡)

− 𝜀𝑣𝑢𝑣𝑆𝑠𝑞(𝑡) 

𝐾3(𝜏, 𝐸𝑢) = (1 − 𝑞)𝑝𝜆𝑆𝑢(𝑡) − (𝜎𝑢 + 𝛼𝑢 + 𝜇)𝐸𝑢(𝑡) 

(86) 
𝐾4(𝜏, 𝐸𝑞)  = 𝑞𝑝𝜆𝑆𝑢(𝑡) + 𝛼𝑢𝐸𝑢(𝑡) − (𝜎𝑞

+ 𝜇)𝐸𝑞(𝑡) 
𝐾5(𝜏, 𝐼𝑠) = 𝛿𝑢𝜎𝑢𝐸𝑢(𝑡) − (𝑟𝑠 + 𝜙𝑠 +𝑚𝑠 + 𝜇)𝐼𝑠(𝑡) 
𝐾6(𝜏, 𝐼𝑖) = 𝛾𝜎𝑞𝐸𝑞(𝑡) + 𝜙𝑠𝐼𝑠(𝑡) + 𝜎𝑎𝐼𝑎(𝑡)− (𝑟𝑖 + 𝜈𝑖

+𝑚𝑖 + 𝜇)𝐼𝑖(𝑡) 
𝐾7(𝜏, 𝐼𝑎) = (1 − 𝛿𝑢)𝜎𝑢𝐸𝑢(𝑡) + (1 − 𝛾)𝜎𝑞𝐸𝑞(𝑡) − (𝑟𝑎

+ 𝜈𝑎 +𝑚𝑎 + 𝜇)𝐼𝑎(𝑡) 
𝐾8(𝜏, 𝐼𝑖𝑐𝑢) = 𝜈𝑖𝐼𝑖(𝑡) − (𝑟𝑖𝑐𝑢 +𝑚𝑖𝑐𝑢 + 𝜇)𝐼𝑖𝑐𝑢(𝑡) 
𝐾9(𝜏, 𝑅) = 𝑟𝑠𝐼𝑠(𝑡) + 𝑟𝑖𝐼𝑖(𝑡) + 𝑟𝑎𝐼𝑎(𝑡)+ 𝑟𝑖𝑐𝑢𝐼𝑖𝑐𝑢(𝑡)

− 𝜇𝑅(𝑡) 
 

0 Next Generation Matrix 

Copyright © 2023 by ISBME, http://www.ijbme.org - All rights reserved
This work is licensed under a Creative Commons Attribution-NonCommercial 4.0 International License



 
 

 087 000 - 088، 8908زمستان ، 9، شماره 88مهندسی پزشکی زیستی، دوره  یمجله
 

 

، 𝑆𝑢(𝑡) ،𝑆𝑠𝑞(𝑡) ،𝐸𝑢(𝑡) ،𝐸𝑞(𝑡) ،𝐼𝑠(𝑡) ،𝐼𝑖(𝑡)با توجه به این که 

𝐼𝑎(𝑡) ،𝐼𝑖𝑐𝑢(𝑡)  و𝑅(𝑡) شود محدود و نامنفی هستند، فرض می

ی زیر ای که رابطهوجود دارد به گونه Ω9تا  Ω1که مقادیر ثابت 

 برقرار باشد.
 

 

(85) 

‖𝑆𝑢(𝑡)‖ ≤ Ω1; ‖𝑆𝑠𝑞(𝑡)‖ ≤ Ω2; 

‖𝐸𝑢(𝑡)‖ ≤ Ω3; ‖𝐸𝑞(𝑡)‖ ≤ Ω5; 

‖𝐼𝑠(𝑡)‖ ≤ Ω6; ‖𝐼𝑖(𝑡)‖ ≤ Ω7; 
‖𝐼𝑎(𝑡)‖ ≤ Ω8; ‖𝑅(𝑡)‖ ≤ Ω9. 

 

 

𝐾𝑖 (𝑖های نلحال باید نشان داده شود که کر = ( شرایط 9…1

ی کنند که در قضیهو نگاشت انقباضی را برآورده می 8شیتزلیپ

 به آن پرداخته شده است. 8

𝐾𝑖 (𝑖توابع : 8ی قضیه = شیتز و نگاشت شرایط لیپ (9…1

( 80ی )معرفی شده در رابطه Φکنند، اگر انقباض را برآورده می

0شرط  ≤ Φ <  را برآورده کند. 1
 

 

(80) 0 ≤ Φ = 𝑚𝑎𝑥{ξ1 , ξ2 , ξ3 , ξ4 , ξ5 , ξ6 , ξ7 , ξ8 , ξ9 } 
 

 

شود. به ازای هر شروع می 𝐾1اثبات: جهت اثبات نخست از تابع 

𝑆𝑢  و𝑆1𝑢 .روابط زیر برقرار است 
 

 

(88) 

‖𝐾1(𝜏, 𝑆𝑢) − 𝐾1(𝜏, 𝑆1𝑢)‖

= ‖Λ−((1− 𝑝) + (1 − 𝑞)𝑝

+ 𝑝𝑞)
(𝐼𝑠(𝑡) + 𝜂𝑎𝐼𝑎(𝑡))𝑆𝑢

𝑆𝑢(𝑡) + 𝐸𝑢(𝑡) + 𝐼𝑠(𝑡) + 𝐼𝑎(𝑡) + 𝑅(𝑡)
+ 𝜓𝑞𝑆𝑠𝑞(𝑡) − 𝜇𝑆𝑢(𝑡) − (Λ

− ((1 − 𝑝) + (1− 𝑞)𝑝

+ 𝑝𝑞)
(𝐼𝑠(𝑡) + 𝜂𝑎𝐼𝑎(𝑡))𝑆1𝑢

𝑆1𝑢(𝑡)+ 𝐸𝑢(𝑡) + 𝐼𝑠(𝑡) + 𝐼𝑎(𝑡)+ 𝑅(𝑡)

+ 𝜓𝑞𝑆𝑠𝑞(𝑡) − 𝜇𝑆1𝑢(𝑡))‖

≤ ‖((1− 𝑝) + (1 − 𝑞)𝑝

+ 𝑝𝑞)𝛽𝑠𝑜 [
𝑆𝑢(Ω5 + 𝜂𝑎Ω7)

𝑆𝑢(𝑡) + Ω3 +Ω5 + Ω7 +Ω9

−
𝑆1𝑢(Ω5+ 𝜂𝑎Ω7)

𝑆1𝑢(𝑡) + Ω3 +Ω5 +Ω7 + Ω9
]+ 𝜇(𝑆𝑢 − 𝑆1𝑢)‖

≤ (((1− 𝑝) + (1 − 𝑞)𝑝 + 𝑝𝑞)𝛽𝑠𝑜𝔖(𝑥)

+ 𝜇) ‖𝑆𝑢−𝑆1𝑢‖

≤ (((1− 𝑝) + (1 − 𝑞)𝑝 + 𝑝𝑞)𝛽𝑠𝑜 + 𝜇

+ (Ω3 +Ω5 + Ω7 +Ω9)(Ω5+ 𝜂𝑎Ω7))‖𝑆𝑢−𝑆1𝑢‖

≤ 𝜉1‖𝑆𝑢−𝑆1𝑢‖ 
 

 

 ی فوق روابط زیر نیز برقرار است.با توجه به رابطه
 

 

(88) 
𝔖(𝑥) = ‖⟦ 𝑆𝑢(Ω5+ 𝜂𝑎Ω7)(𝑆1𝑢(𝑡) + Ω3 + Ω5 +
Ω7 +Ω9) − 𝑆1𝑢(Ω5 + 𝜂𝑎Ω7)(𝑆𝑢(𝑡) + Ω3 +
Ω5 +Ω7 + Ω9) ⟧[(𝑆𝑢(𝑡) + Ω3 +Ω5 + Ω7 +
Ω9)(𝑆1𝑢(𝑡) + Ω3 + Ω5 +Ω7 +Ω9)]

−1‖  
 

                                                             
8 Lipschitz Condition 

𝐾𝑖 (𝑖های به طور مشابه برای دیگر کرنل = یز با انجام ( ن9…2

 مراحل بالا روابط زیر به دست آمده است.
 

 

(80) ‖𝐾2(𝜏, 𝑆𝑠𝑞) − 𝐾2(𝜏, 𝑆1𝑠𝑞)‖ ≤ ξ2‖(𝑆𝑠𝑞 − 𝑆1𝑠𝑞)‖ 
  

(89) ‖𝐾3(𝜏, 𝐸𝑢) − 𝐾3(𝜏, 𝐸1𝑢)‖ ≤ ξ3‖(𝐸𝑢 − 𝐸1𝑢)‖ 
  

(89) ‖𝐾4(𝜏, 𝐸𝑞) − 𝐾4(𝜏, 𝐸1𝑞)‖ ≤ ξ4‖(𝐸𝑞 −𝐸1𝑞)‖ 
  

(88) ‖𝐾5(𝜏, 𝐼𝑠) − 𝐾5(𝜏, 𝐼1𝑠)‖ ≤ ξ5‖(𝐼𝑠 − 𝐼1𝑠)‖ 
  

(87) ‖𝐾6(𝜏, 𝐼𝑖) − 𝐾6(𝜏, 𝐼1𝑖)‖ ≤ ξ6‖(𝐼𝑖 − 𝐼1𝑖)‖ 
  

(86) ‖𝐾7(𝜏, 𝐼𝑎) − 𝐾7(𝜏, 𝐼1𝑎)‖ ≤ ξ7‖(𝐼𝑎 − 𝐼1𝑎)‖ 
  

(85) ‖𝐾8(𝜏, 𝐼𝑖𝑐𝑢) − 𝐾8(𝜏, 𝐼1𝑖𝑐𝑢)‖

≤ ξ8‖(𝐼𝑖𝑐𝑢(𝑡) − 𝐼1𝑖𝑐𝑢(𝑡))‖ 
  

(00) ‖𝐾9(𝜏, 𝑅) − 𝐾9(𝜏, 𝑅1)‖ ≤ ξ9‖(𝑅 − 𝑅1)‖ 
 

 

ξ𝑖 (𝑖در این روابط  = شیتز بوده و به های لیپ( ثابت9…1

𝐾𝑖 (𝑖چنین توابع . هم( قابل تعریف است08ی )صورت رابطه =

شیتز را برآورده نموده و تحت شرط بیان ( شرایط لیپ9…1

 ( این توابع انقباضی هستند.80ی )شده در رابطه
 

 

𝜉1 = (𝐴1𝛽𝑠𝑜 + 𝜇 + (Ω3 +Ω5 + Ω7 +Ω9)(Ω5+ 𝜂𝑎Ω7)) 
𝜉2 = (𝜓𝑞 + 𝜇)   

𝜉3 = ((1− 𝑞)𝑝((Ω5 + 𝜂𝑎Ω7)Ω1) + (𝜎𝑢 +𝛼𝑢 + 𝜇)) 

𝜉4 = (𝜎𝑞 + 𝜇) 

(08) 𝜉5 = (𝑟𝑠 +𝜙𝑠 +𝑚𝑠 + 𝜇) 

 𝜉6 = (𝑟𝑖 + 𝜈𝑖 +𝑚𝑖 + 𝜇) 
 𝜉7 = (𝑟𝑎 + 𝜈𝑎 +𝑚𝑎 + 𝜇) 

 𝜉8 = (𝑟𝑖𝑐𝑢 +𝑚𝑖𝑐𝑢 + 𝜇) 
 𝜉9 = 𝜇 

 

 

با استفاده از روابط بازگشتی به  ( را87ی )توان رابطهحال می

 ( بازنویسی کرد.08ی )صورت رابطه
 

 

(08) 

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
𝑆𝑛𝑢(𝑡) = 𝔦(𝑡)𝐾1(𝜏, 𝑆𝑛−1𝑢)𝑑𝜏   

𝑆𝑛𝑠𝑞(𝑡) = 𝔦(𝑡)𝐾2 (𝜏, 𝑆𝑛−1𝑠𝑞)𝑑𝜏 

𝐸𝑛𝑢(𝑡) = 𝔦(𝑡)𝐾3(𝜏, 𝐸𝑛−1𝑢)𝑑𝜏     

𝐸𝑛𝑞(𝑡) = 𝔦(𝑡)𝐾4 (𝜏, 𝐸𝑛−1𝑞)𝑑𝜏    

𝐼𝑛𝑠(𝑡) = 𝔦(𝑡)𝐾5(𝜏, 𝐼𝑛−1𝑠)𝑑𝜏      

𝐼𝑛𝑖(𝑡) = 𝔦(𝑡)𝐾6(𝜏, 𝐼𝑛−1𝑖)𝑑𝜏       

𝐼𝑛𝑎(𝑡) = 𝔦(𝑡)𝐾7(𝜏, 𝐼𝑛−1𝑎)𝑑𝜏      

𝐼𝑛𝑖𝑐𝑢(𝑡) = 𝔦(𝑡)𝐾8(𝜏, 𝐼𝑛−1𝑖𝑐𝑢)𝑑𝜏

 𝑅𝑛(𝑡) = 𝔦(𝑡)𝐾9(𝜏, 𝑅𝑛−1)𝑑𝜏       

 

 

 

ی شرایط اولیه برای سیستم به صورت تعریف شده در رابطه

توان به بین دو عبارت را می 8( است. بنابراین تغییرات88)

 ( نشان داد.00ی )صورت رابطه

8 Difference 
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(00) 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
Υ𝑛 = 𝑆𝑛𝑢(𝑡) − 𝑆𝑛−1𝑢(𝑡) = 𝔗1(𝑡, 𝜏)      

Θ𝑛 = 𝑆𝑛𝑠𝑞(𝑡) − 𝑆𝑛−1𝑠𝑞(𝑡) = 𝔗2(𝑡, 𝜏)

Φ𝑛 = 𝐸𝑛𝑢(𝑡) − 𝐸𝑛−1𝑢(𝑡) = 𝔗3(𝑡, 𝜏)    

Ψ𝑛 = 𝐸𝑛𝑞(𝑡) − 𝐸𝑛−1𝑞(𝑡) = 𝔗4(𝑡, 𝜏)    

Λ𝑛 = 𝐼𝑛𝑠(𝑡) − 𝐼𝑛−1𝑠(𝑡) = 𝔗5(𝑡, 𝜏)        

Ξ𝑛 = 𝐼𝑛𝑖(𝑡) − 𝐼𝑛−1𝑖(𝑡) = 𝔗6(𝑡, 𝜏)         

Π𝑛 = 𝐼𝑛𝑎(𝑡) − 𝐼𝑛−1𝑎(𝑡) = 𝔗7(𝑡, 𝜏)      

𝜘𝑛 = 𝐼𝑛𝑖𝑐𝑢(𝑡) − 𝐼𝑛−1𝑖𝑐𝑢(𝑡) = 𝔗8(𝑡, 𝜏)

𝜑𝑛 = 𝑅𝑛(𝑡) − 𝑅𝑛−1(𝑡) = 𝔗9(𝑡, 𝜏)         

 

 

 

 ی فوق روابط زیر برقرار است. در رابطه
 

 

(09) 

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
𝔗1(𝑡, 𝜏) = 𝔦(𝑡)[𝐾1(𝜏, 𝑆𝑛−1𝑢) − 𝐾1(𝜏, 𝑆𝑛−2𝑢)]𝑑𝜏      

𝔗2(𝑡, 𝜏) = 𝔦(𝑡) [𝐾2 (𝜏, 𝑆𝑛−1𝑠𝑞) − 𝐾2 (𝜏, 𝑆𝑛−2𝑠𝑞)] 𝑑𝜏

𝔗3(𝑡, 𝜏) =  𝔦(𝑡)[𝐾3(𝜏, 𝐸𝑛−1𝑢) − 𝐾3(𝜏, 𝐸𝑛−2𝑢)] 𝑑𝜏   

𝔗4(𝑡, 𝜏) =  𝔦(𝑡)𝐾4 (𝜏, 𝐸𝑛−1𝑞) − 𝐾4 (𝜏, 𝐸𝑛−2𝑞) 𝑑𝜏    

𝔗5(𝑡, 𝜏) =  𝔦(𝑡)𝐾5(𝜏, 𝐼𝑛−1𝑠) − 𝐾5(𝜏, 𝐼𝑛−2𝑠)𝑑𝜏          

𝔗6(𝑡, 𝜏) =  𝔦(𝑡)𝐾6(𝜏, 𝐼𝑛−1𝑖) − 𝐾6(𝜏, 𝐼𝑛−2𝑖)𝑑𝜏           

𝔗7(𝑡, 𝜏) = 𝔦(𝑡)𝐾7(𝜏, 𝐼𝑛−1𝑎) − 𝐾7(𝜏, 𝐼𝑛−2𝑎)𝑑𝜏          

𝔗8(𝑡, 𝜏) = 𝔦(𝑡)𝐾8(𝜏, 𝐼𝑛−1𝑖𝑐𝑢) − 𝐾8(𝜏, 𝐼𝑛−2𝑖𝑐𝑢)𝑑𝜏     

𝔗9(𝑡, 𝜏) = 𝔦(𝑡)𝐾9(𝜏, 𝑅𝑛−1) − 𝐾9(𝜏, 𝑅𝑛−2)𝑑𝜏            

 

  

(09) 

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 𝑆𝑛𝑢(𝑡) = ∑ Υ𝑛   

𝑛

𝑖=0

𝑆𝑛𝑠𝑞(𝑡) = ∑ Θ𝑛 
𝑛

𝑖=0

𝐸𝑛𝑢(𝑡) =∑ Φ𝑛  
𝑛

𝑖=0

𝐸𝑛𝑞(𝑡) =∑ Ψ𝑛   
𝑛

𝑖=0

𝐼𝑛𝑠(𝑡) =∑ Λ𝑛
𝑛

𝑖=0
  

𝐼𝑛𝑖(𝑡) =∑ Ξ𝑛
𝑛

𝑖=0
   

𝐼𝑛𝑎(𝑡) =∑ Π𝑛  
𝑛

𝑖=0

𝐼𝑛𝑖𝑐𝑢(𝑡) =∑ 𝜘𝑛
𝑛

𝑖=0

𝑅𝑛(𝑡) =∑ 𝜑𝑛   
𝑛

𝑖=0

  

 

 

ی زیر ( رابطه00ی )با اعمال نُرم به طرفین اولین عبارت رابطه

 به دست آمده است.
 

 

(08) 

‖Υ𝑛‖ = ‖𝑆𝑛𝑢(𝑡) − 𝑆𝑛−1𝑢‖ = 

‖𝔗(𝑡, 𝜏)[𝐾1(𝜏, 𝑆𝑛−1𝑢) − 𝐾1(𝜏, 𝑆𝑛−2𝑢)]𝑑𝜏‖ 

≤
1

Γ(𝛼)
∫  
𝑡

0

‖(𝑡 − 𝜏)𝛼−1[𝐾1(𝜏, 𝑆𝑛−1𝑢)

− 𝐾1(𝜏, 𝑆𝑛−2𝑢)]‖𝑑𝜏 
 

 

 ( حاصل شده است.07ی )شیتز رابطهبا استفاده از شرط لیپ
 

 

(07) ‖Υ𝑛‖ ≤
𝜉1
Γ(𝛼)

∫  
𝑡

0

‖Υ𝑛−1‖𝑑𝜏. 
 

 

( روابط زیر 00ی )های رابطهبه طور مشابه برای سایر عبارت

 به دست آمده است.

 

(06) 

‖𝛩𝑛‖ ≤
𝜉2

𝛤(𝛼)
∫  
𝑡

0
‖𝛩𝑛−1‖𝑑𝜏                        

‖Φ𝑛‖ ≤
𝜉3

Γ(𝛼)
∫  
𝑡

0
‖Φ𝑛−1‖𝑑𝜏                            

‖Ψ𝑛‖ ≤
𝜉4

Γ(𝛼)
∫  
𝑡

0
‖Ψ𝑛−1‖𝑑𝜏                             

‖Λ𝑛‖ ≤
𝜉5

Γ(𝛼)
∫  
𝑡

0
‖Λ𝑛−1‖𝑑𝜏                  

‖Ξ𝑛‖ ≤
𝜉6

Γ(𝛼)
∫  
𝑡

0
‖Ξ𝑛−1‖𝑑𝜏               

‖Π𝑛‖ ≤
𝜉7

Γ(𝛼)
∫  
𝑡

0
‖Π𝑛−1‖𝑑𝜏                 

‖𝜘𝑛‖ ≤
𝜉8

𝛤(𝛼)
∫  
𝑡

0
‖𝜘𝑛−1‖𝑑𝜏              

‖𝜑𝑛‖ ≤
𝜉9
Γ(𝛼)

∫  
𝑡

0

‖𝜑𝑛−1‖𝑑𝜏 
 

 

توان حل یکتای مدل پیشنهادی را اثبات کرد که بنابراین می

 به آن پرداخته شده است. 0ی در قضیه

( موجود و 09ی ): الف( توابع تعریف شده در رابطه0ی قضیه

𝑡0ند. ب( اگر هموار هست > ای که وجود داشته باشد به گونه 1
𝜉𝑖

Γ(𝛼)
𝑡0 < 1 (𝑖 = گاه حداقل یک راه حل برای آن (9…1

 ( وجود دارد.6ی )سیستم رابطه

، 𝑆𝑢(𝑡) ،𝑆𝑠𝑞(𝑡) ،𝐸𝑢(𝑡) ،𝐸𝑞(𝑡) جا که توابعاثبات: الف( از آن

𝐼𝑠(𝑡) ،𝐼𝑖(𝑡) ،𝐼𝑎(𝑡) ،𝐼𝑖𝑐𝑢(𝑡)  و𝑅(𝑡)  محدود بوده و هر کدام از

𝐾𝑖 (𝑖های کرنل = د، کننشیتز را برآورده می( شرایط لیپ9…1

 ( با استفاده از روش بازگشتی به دست آمده است.05ی )رابطه
 

 

(05) 

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ‖Υ𝑛‖ ≤ ‖𝑆𝑢(0) ‖ ‖

𝜉1
Γ(𝛼)

𝑡‖
𝑛

‖Θ𝑛‖ ≤ ‖𝑆𝑠𝑞(0)‖‖
𝜉2
Γ(𝛼)

𝑡‖
𝑛

‖Φ𝑛‖ ≤ ‖𝐸𝑢(0)‖‖
𝜉3
Γ(𝛼)

𝑡‖
𝑛

‖Ψ𝑛‖ ≤ ‖𝐸𝑞(0)‖‖
𝜉4
Γ(𝛼)

𝑡‖
𝑛

‖Λ𝑛‖ ≤ ‖𝐼𝑠(0)‖‖
𝜉5
Γ(𝛼)

𝑡‖
𝑛

‖Ξ𝑛‖ ≤ ‖𝐼𝑖(0)‖‖
𝜉6
Γ(𝛼)

𝑡‖
𝑛

‖Π𝑛‖ ≤ ‖𝐼𝑎(0) ‖‖
𝜉7
Γ(𝛼)

𝑡‖
𝑛

‖𝜘𝑛‖ ≤ ‖𝐼𝑖𝑐𝑢(0)‖‖
𝜉8
Γ(𝛼)

𝑡‖
𝑛

‖𝜑𝑛‖ ≤ ‖𝑅(0)‖‖
𝜉9
Γ(𝛼)

𝑡‖
𝑛

 

 

 

ی ( وجود و هموار بودن توابع تعریف شده در رابطه05ی )رابطه

 دهد. ( را نشان می09)

ب( در این قسمت از اثبات نشان داده شده است که توابع 

𝑆𝑢(𝑡) ،𝑆𝑠𝑞(𝑡) ،𝐸𝑢(𝑡) ،𝐸𝑞(𝑡) ،𝐼𝑠(𝑡) ،𝐼𝑖(𝑡) ،𝐼𝑎(𝑡) ،𝐼𝑖𝑐𝑢(𝑡) 

شوند. حال ( همگرا می87ی )های سیستم رابطهبه حل 𝑅(𝑡)و 

مانده پس به عنوان عبارات باقی ℬ9𝑛(𝑡)تا  ℬ1𝑛(𝑡)های عبارت

 ی زیر برقرار است.تکرار تعریف شده به طوری که رابطه nاز 
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(90) 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
𝑆𝑢(𝑡) − 𝑆𝑢(0) = 𝑆𝑛𝑢(𝑡) − ℬ1𝑛(𝑡)    

𝑆𝑠𝑞(𝑡) − 𝑆𝑠𝑞(0) = 𝑆𝑛𝑠𝑞(𝑡) − ℬ2𝑛(𝑡)  

𝐸𝑢(𝑡) − 𝐸𝑢(0) = 𝐸𝑛𝑢(𝑡) − ℬ3𝑛(𝑡)     

𝐸𝑞(𝑡) − 𝐸𝑞(0) = 𝐸𝑛𝑞(𝑡) − ℬ4𝑛(𝑡)      

𝐼𝑠(𝑡) − 𝐼𝑠(0) = 𝐼𝑛𝑠(𝑡) − ℬ5𝑛(𝑡)         

𝐼𝑖(𝑡) − 𝐼𝑖(0) = 𝐼𝑛𝑖(𝑡) − ℬ6𝑛(𝑡)           

𝐼𝑎(𝑡) − 𝐼𝑎(0) = 𝐼𝑛𝑎(𝑡) − ℬ7𝑛(𝑡)        

𝐼𝑖𝑐𝑢(𝑡) − 𝐼𝑖𝑐𝑢(0) = 𝐼𝑛𝑖𝑐𝑢(𝑡) − ℬ8𝑛(𝑡)

𝑅(𝑡) − 𝑅(0) = 𝑅𝑛(𝑡) − ℬ9𝑛(𝑡)          

 

 

 

شیتز برای کرنل با استفاده از نامساوی مثلثی و شرط لیپ

ℬ1𝑛(𝑡) ی زیر به دست آمده است.رابطه 
 

 

(98) 
‖B1n(t)‖=‖

1

Γ(α)
∫  
t

0

[K1 (τ, Su)-K1 (τ, 

Sn-1u)]dτ‖≤
ξ1
Γ(α)

‖Su-Sn-1u‖t 
 

 

ی گیری از رابطهرت بازگشتی و بهرهبا تکرار روش فوق به صو

 ی زیر به دست آمده است.( رابطه85)
 

 

(98) ‖ℬ1𝑛(𝑡)‖ ≤ ‖
𝜉1
Γ(𝛼)

𝑡‖
𝑛+1

Ω1. 
 

 

 ی زیر برقرار است.رابطه 𝑡0گاه در یک آن
 

 

(90) ‖ℬ1𝑛(𝑡)‖  ≤ ‖
𝜉1
Γ(𝛼)

𝑡0‖
𝑛+1

Ω1 . 
 

 

 ( حاصل شده است.99ی )ی فوق رابطهبطهبا گرفتن حد از را
 

 

(99) lim
𝑛→∞

‖ℬ1𝑛(𝑡)‖  ≤ lim
𝑛→∞

‖
𝜉1
Γ(𝛼)

𝑡0‖
𝑛+1

Ω1. 
 

 

𝜉1با استفاده از فرض 

Γ(𝛼)
𝑡0 < به سمت  𝑛و میل دادن  1

lim( به 99ی )نهایت، رابطهبی
𝑛→∞

‖ℬ1𝑛(𝑡)‖ → همگرا شده  0

 ℬ𝑖𝑛(𝑡)های مشابه و با تکرار روش فوق برای کرنل طوره ب است.

(𝑖 =  ( روابط زیر به دست آمده است.90ی )در رابطه (9…1
 

 

(99) 

{
 
 

 
 
lim
𝑛→∞

‖ℬ2𝑛(𝑡)‖ → 0, lim
𝑛→∞

‖ℬ6𝑛(𝑡)‖ → 0

lim
𝑛→∞

‖ℬ3𝑛(𝑡)‖ → 0, lim
𝑛→∞

‖ℬ7𝑛(𝑡)‖ → 0

lim
𝑛→∞

‖ℬ4𝑛(𝑡)‖ → 0, lim
𝑛→∞

‖ℬ8𝑛(𝑡)‖ → 0

lim
𝑛→∞

‖ℬ5𝑛(𝑡)‖ → 0, lim
𝑛→∞

‖ℬ9𝑛(𝑡)‖ → 0

 

 

 

 وجود ی کسریمرتبه ستمیراه حل از س کیحداقل  نیبنابرا

 شود.و اثبات کامل می دارد

 یگاه سیستم رابطه: اگر شرط زیر برقرار باشد آن9ی قضیه

 ( دارای راه حل یکتایی است.87)
 

 

(1−
𝜉𝑖

Γ(𝛼)
𝑡 ) > 0                 𝑖 = 1…9 

 

، 𝑆1𝑢 (𝑡) ،𝑆1𝑠𝑞(𝑡) ،𝐸1𝑢(𝑡) ،𝐸1𝑞(𝑡)اثبات: فرض کنید 

𝐼1𝑖 (𝑡) ،𝐼1𝑠(𝑡) ،𝐼1𝑎(𝑡) ،𝐼1𝑖𝑐𝑢 (𝑡)  و𝑅1 (𝑡)  حل دیگری از

تز شیاستفاده از شرط لیپگاه با ( باشد، آن87ی )سیستم رابطه

 ی زیر حاصل شده است.رابطه
 

 

(98) 
‖Su (t)-S1u (t)‖=‖

1

Γ(α)
∫  
t

0

[K1 (τ, Su )  -K1 (τ, 

S1u )]dτ‖≤
ξ1
Γ(α)

t‖Su -S1u ‖ 
 

 

( به 97ی )با انتقال طرفین نامساوی فوق به یک طرف، رابطه

 ت.دست آمده اس
 

 

(97) ‖𝑆𝑢 (𝑡) − 𝑆1𝑢 (𝑡)‖(1−
𝜉1
Γ(𝛼)

𝑡) ≤ 0 
 

 

1با استفاده از فرض  −
𝜉1

Γ(𝛼)
𝑡 > ی ( رابطه97ی )، از رابطه0

 زیر نتیجه شده است. 
 

 

‖𝑆𝑢 (𝑡) − 𝑆1𝑢 (𝑡)‖ = 0 
 

 

 ی زیر است. ی فوق به معنای برقراری رابطهرابطه
 

 

𝑆𝑢 (𝑡) = 𝑆1𝑢 (𝑡) 
 

 

، 𝑆1𝑠𝑞(𝑡) ،𝐸1𝑢(𝑡)های مشابه برای سایر ترم صورتبه 

𝐸1𝑞(𝑡) ،𝐼1𝑖 (𝑡) ،𝐼1𝑠(𝑡) ،𝐼1𝑎(𝑡) ،𝐼1𝑖𝑐𝑢 (𝑡)  و𝑅1 (𝑡)  نیز

 روابط زیر برقرار است.
 

 

(96) 

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝑆𝑠𝑞(𝑡) = 𝑆1𝑠𝑞(𝑡)

𝐸𝑢(𝑡) = 𝐸1𝑢(𝑡)

𝐸1𝑞(𝑡) = 𝐸1𝑞(𝑡)

𝐼𝑠 (𝑡) = 𝐼1𝑠 (𝑡)

𝐼𝑖 (𝑡) = 𝐼1𝑖(𝑡)

𝐼𝑎(𝑡) = 𝐼1𝑎(𝑡)

𝐼𝑖𝑐𝑢 (𝑡) = 𝐼1𝑖𝑐𝑢 (𝑡)

𝑅(𝑡) = 𝑅1(𝑡)

 

 

 

ی کسری د که مدل مرتبهدهمی نشانی به دست آمده نتیجه

 اثباتبدین صورت ( دارای یک راه حل یکتا است و 87) یرابطه

 شود.کامل می

 

 سازیشبیه -5
ی کسری ی صحیح و مرتبههای مرتبهدر این بخش مدل

( بیان شده با استفاده 6( و )8پیشنهادی که به ترتیب در روابط )

مربوط به کشور تایلند  85-از اطلاعات واقعی بیماری کووید

 ی مدل مشابهشده است. شرایط اولیهسازی و بررسی شبیه

 ( است.8جدول ) [ و به صورت ارائه شده در87مرجع ]
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  85-رای توصیف انتقال بیماری کوویدی کسری بآرمان مرزبان: پیشنهاد و تحلیل مدل ریاضی مرتبه 000
 

 

 

 

 ی جمعیتشرایط اولیه -(2جدول )

 مقدار پارامتر

𝑆𝑢(0) 88865568 

𝑆𝑠𝑞(0) 0 

𝐸𝑢(0) 89 

𝐸𝑞(0) 0 

𝐼𝑠(0) 8 

𝐼𝑖(0) 0 

𝐼𝑎(0) 0 

𝐼𝑖𝑐𝑢(0) 0 

𝑅(0) 0 

𝐷(0) 0  
 

 

[ تعداد مبتلایان روزانه و موارد مرگ و میر ناشی 88در مرجع ]

 85تا  8080نوامبر  8ی زمانی در بازه 85-از بیماری کووید

برای کشور تایلند گزارش شده که در این حالت  8088آگوست 

( نسبت به اطلاعات 9ی )ی صحیح در رابطهپاسخ مدل مرتبه

( 8( نشان داده شده است. شکل )0( تا )8ی )هاواقعی در شکل

مربوط به تعداد مبتلایان جدید روزانه بوده که در آن آمار واقعی 

و پاسخ مدل صحیح به صورت خط آبی رنگ نشان داده  با ستاره

ناشی  یتعداد مرگ و میر روزانه ( مربوط به8شکل )شده است. 

مربوط  ( نیز0روز است. شکل ) 850از بیماری در مدت زمان 

ی زمانی ذکر شده در به تعداد کل مبتلایان به بیماری در بازه

ی شود مدل مرتبهگونه که مشاهده میکشور تایلند است. همان

 یرگبیماری همه ی شیوعصحیح توانسته است آمار واقعی نحوه

 را به خوبی توصیف کند. 85-کویید

های مختلف مشتق ی کسری به ازای مرتبهپاسخ مدل مرتبه

جهت توصیف آمار تعداد مبتلایان جدید روزانه در شکل کپوتو 

ناشی از بیماری  یتعداد مرگ و میر روزانه ارائه شده است.( 9)

 به ترتیب درنیز و تعداد کل مبتلایان به بیماری  85-کووید

 ( نشان داده شده است.8( و )9های )شکل

شود که سیستم ( مشاهده می8( تا )9های )با توجه به شکل

ته آمار تعداد مبتلایان جدید روزانه، ی کسری نیز توانسمرتبه

موارد مرگ و میر روزانه و تعداد کل مبتلایان به بیماری تعداد 

 های قرمزکه آمار واقعی آن با ستارهدر کشور تایلند  85-کووید

های مختلف مشتق به ازای مرتبهرا رنگ مشخص شده است 

 کپوتو توصیف نماید.

های شود که سیستم( ملاحظه می8( تا )8های )با توجه به شکل

ند ای صحیح و کسری هر دو نسبت به آمار واقعی توانستهمرتبه

 را به خوبی توصیف کنند. 85-ی شیوع بیماری کوویدنحوه

، عدد (8)جدول ارائه شده در  ری( و مقاد88) یبا توجه به رابطه

ه ب 80/8 با ( برابر6) یرابطهبیان شده در ل مد یاساس دیبازتول

 .است یماریب یریگهمه یدهندهدست آمده که نشان 

( نیز تاییدی بر نتایج حاصل از محاسبه و 8( تا )9های )شکل

 تحلیل عدد بازتولید اساسی هستند.
 

 

 
واقعی و پاسخ  یی روزانهتعداد موارد جدید آلوده -(6شکل )

 ی صحیحمدل مرتبه
 

 
ی واقعی و پاسخ تعداد موارد مرگ و میر روزانه -(2شکل )

 ی صحیحمدل مرتبه
 

 
تعداد کل مبتلایان به بیماری در کشور تایلند و  -(1شکل )

 ی صحیحپاسخ مدل مرتبه
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واقعی  یماریبآلوده به  یروزانه موارد جدید نمودار -(4شکل )

 مختلف اتمشتق یبه ازا بیماری ی کسریو پاسخ مدل مرتبه
 

 
-دیکوو یماریاز ب یناش ریمرگ و م ینمودار روزانه -(5شکل )

 یکسر یریگمختلف مشتق یهامرتبه یبه ازا 85
 

 
تعداد کل مبتلایان به بیماری در کشور تایلند و  -(1شکل )

 سری به ازای مشتقات مختلفی کپاسخ مدل مرتبه
 

 

برای این که بتوان به طور دقیق مشخص کرد که کدام مدل 

وصیف کرده، به یک تری آمار واقعی را تتر و با خطای کمدقیق

 توان از تعاریفی دقیق ریاضی نیاز است. در این حالت میرابطه

آماری خطای مطلق و انحراف معیار استفاده کرد. بنابراین با 

[ روابط خطای مطلق و انحراف معیار به 80توجه به مرجع ]

 ( است. 95ی )صورت رابطه
 

 

(95) 

𝐴. 𝐸 = |𝜈 − 𝜈𝑎𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥|    

𝑆. 𝐷 = √
1

𝑁
∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)2
𝑁

𝑖=0

  

 

 

مقدار واقعی،  𝜈گیری، های اندازهتعداد نمونه 𝑁در این رابطه 

𝜈𝑎𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥 گیری شده، مقدار اندازه𝑥𝑖  مقدار مشاهده شده از هر

 مقدار میانگین مشاهدات است. 𝑥̅نمونه و 

یانگین خطای ( میزان انحراف معیار م95ی )با توجه به رابطه

ی صحیح و کسری نسبت به آمار های مرتبهمطلق سیستم

واقعی تعداد مبتلایان جدید روزانه، موارد جدید مرگ و میر 

ناشی از بیماری و مجموع کل مبتلایان به بیماری به ترتیب در 

 ( نشان داده شده است.5( تا )7های )شکل

شود که سیستم ( ملاحظه می5( تا )7های )با توجه به شکل

𝛼گیری ی مشتقی کسری به ازای مرتبهمرتبه = در  0.9722

ری تهر سه حالت میزان انحراف معیار میانگین خطای مطلق کم

وده که گر آن بی صحیح دارد و این بیاننسبت به سیستم مرتبه

یح ی صحی کسری نسبت به سیستم مرتبهم مرتبهسیست

برای  85-تری رفتار بیماری کوویدتوانسته است با دقت بیش

 سازی کند.های موجود را مدلداده

ی مدل در تبهبرای انتخاب مر وجودم با توجه به طیف وسیع

 ی زمانی دیگر یاها برای بازه، تغییر دادهی حسابان کسریحوزه

ی کسری یگر ممکن است منجر به تغییر مرتبهکشوری د

های مختلف مناسب برای مدل شود. از این رو به استناد پژوهش

 یدقت و درجه قطعا به کارگیری حسابان کسری با داشتن

 ی سیستم تاثیرگذار است.در انتخاب بهتر مرتبه ترشیب یآزاد
 

 بندیجمع -1
صحیح ارائه شده برای  یدر این مطالعه بسط مدل مرتبه

ی با استفاده از تعریف مشتق مرتبه 85-توصیف بیماری کووید

ی حسابان کسری انجام شده است. با کسری کپوتو به حوزه

ی ثابت، محدود و غیرمنفی بودن ی ناحیهاستفاده از قضیه

ی کسری پیشنهادی اثبات شده است. های مدل مرتبهپاسخ

ی ثابت، وجود و یکتایی ی نقطهچنین با استفاده از تئورهم

ی کسری اثبات شده است. با توجه به اطلاعات پاسخ مدل مرتبه

روز،  850ی زمانی واقعی منتشر شده برای کشور تایلند در بازه

ی صحیح و کسری جهت توصیف رفتار هر دو مدل مرتبه

ت. سازی و تحلیل شده اسبیماری نسبت به اطلاعات واقعی شبیه

ی ی از تعاریف آماری نشان داده شده که مدل مرتبهگیربا بهره
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ی تری نسبت به مدل مرتبهرای دقت بیشکسری پیشنهادی دا

 [ است.87صحیح معرفی شده در مرجع ]

ج به سازی نتایبا توجه به تعریف عدد بازتولید اساسی و شبیه

 یشود که بیماری در حال میل به نقطهدست آمده، ملاحظه می

گیری و رشد است، بنابراین اقدامات کنترلی نظیر تعادل همه

از ماسک و غیره که در عمل قابلیت  واکسیناسیون، استفاده

 کاهش و کنترل نرخ شیوع بیماری را دارند باید انجام شود.
 

 

 
و ی صحیح ی مرتبههاستمیس اریانحراف مع زانیم -(7شکل )

 روزانه دیجد انیتعداد مبتلا ینسبت به آمار واقع یکسر
 

 
و ی صحیح مرتبه یهاستمیس اریانحراف مع زانیم -(8شکل )

 موارد مرگ و میر روزانهتعداد  ینسبت به آمار واقع یکسر
 

 
و ی صحیح مرتبه یهاستمیس اریانحراف مع زانیم -(1شکل )

 یماریبه ب انیتعداد کل مبتلا ینسبت به آمار واقع یکسر
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