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K E Y W O R D S A B S T R A C T 

Epidemic modeling 

Growth speed Profile 

Multi-Waves epidemic. 

 

Growth is a phenomenon observed in many different kinds of processes. The growth curve 

is an empirical model used to describe the evolution of a quantity over time. These curves 

are widely applied in fields such as biology, physics, engineering, economics, and social 

sciences. Accurate description and prediction of growth systems using well-known 

deterministic models, such as logistic, Richards and Gompertz are one of the current topics 

in this research field. In this study, we propose a new deterministic differential equation 

model for the growth speed profile in single-wave and two-waves epidemics. We show that 

our model offers high flexibility in growth inflection points, i.e., these points can be 

adjusted so that to simulate real epidemic data. The results demonstrate that, in the two-

wave case, our model can describe the growth speed profile effectively using fewer 
parameters compared to common models such as the bi logistic and bi Richards models. 

we analyze the features and capabilities of our model, and validate it against COVID-19 

pandemic real data in several countries as well as the 2003 SARS epidemic in Singapore.     
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 مشخصات مقاله 
 ijbme.2026.2071716.1996/10.22041  دیجیتال: یشناسه

 1404/ 13/11 پذیرش: 15/9/1404 بازنگری: 25/6/1404 ثبت در سامانه:
 

 های کلیدیواژه چکیده 

دیده می اقتصاد    و  شناسی، مهندسیزیست مانند    گوناگون  زمینه هایای است که در  رشد پدیده 

پروفایل سرعت   باسیستم رشد  یک    بیولوژیکی است.اپیدمی مثال خوبی از یک سیستم رشد  .  شود

بینی    یک موج می گویند.  پیش رشد،  قابل بیان است. به هر بیشینه ی محلی در پروفایل سرعت    آن

به تواند  اپیدمی می  تدابیر لازم و  امواج  برای مدل    آمادگی مسئولین بهداشتی کمک کند  اتخاذ   .

و ریچاردز ارایه  ،  مدل های ماکروسکوپی مانند لاجستیک، کمپرتز    ، سازی اپیدمی های تک موجی

گردیده است، این مدل ها توانایی شبیه سازی اپیدمی های دو موجی را نداشته و بعلاوه فاقد انعطاف  

اپیدمی دو موجی را  مجموع     ی فعلی،مدل ها  .می باشندپذیری لازم برای شبیه سازی محل  موج  

 . فرضاز این نوع هستندمدل های دولاجستیکی و دوریچاردزی  .  فرض می کننددو موج مستقل  

اجتماعی را که گفته می شود  -مذکور با بیولوژی اپیدمی سازگار نیست و عوامل محیطی و فرهنگی 

نیز  مخصوصا محل امواج،  بعلاوه تنظیم مدل    ، در مدل وارد نمی کند  ، عامل اصلی ایجاد امواج هستند

یک مدل  با ارایه ی یک فرمالیزم جدید ،  در این پژوهش  دارد.را مشکلات ریاضی مخصوص به خود 

با در نظر گرفتن عوامل محیطی و اجتماعی  سازگار با اپیدمیولوژی یعنی  بهبود یافته ی دولاجستیکی  

دارد. عملکرد  پذیری  انعطاف   امواج    برای تنظیم محل  که مدل ما  خواهیم دادنشان  ارایه می دهیم .  

و نشان می    مدل را در مقایسه با مدل های دو لاجستیکی و دوریچاردزی معمولی ارزیابی می کنیم

برای اعتبارسنجی مدل، از   می تواند آنها را پوشش دهد. دهیم که مدل ما با تعداد پارامترهای کمتر 

و همچنین اپیدمی ویروس سارس در    کشور  ین چندایران و  در    19-گیری کوویدهمه  واقعیهای  داده

نتایج اعتبار سنجی نشان می دهد که مدل ارایه      .ایمدر کشور سنگاپور استفاده کرده  2003سال  

   .می باشدشده بخوبی قادر به شبیه سازی اپیدمی های تک موجی و دوموجی  

 همه گیری مدل سازی 

 رشد   پروفایل  سرعت

 اپیدمی چند موجی 
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 مقدمه  -1

های ریاضی برای تحلیل یک پدیده در  ی مدلسازی و ارایهمدل

مهمترین  زمینه از  یکی  دارد.  فراوان  کاربرد  گوناگون  های 

بینی رفتار سیستم در آینده  کاربردهای مدلسازی، انجام پیش

رایجاست.   قالب از  مدل ترین  برای  پدیدهها  رشد، سازی  های 

معرف   P. اگر باشداستفاده از فرمالیسم معادلات دیفرانسیل می

Ṗیک جمعیت باشد، آنگاه   =
dP

dt
نرخ تغییر جمعیت نسبت به    

دهد که در واقع همان سرعت رشد جمعیت  زمان را نشان می

است. در برخی موارد، این سرعت رشد مستقیماً قابل مشاهده 

گیری است، و در چنین شرایطی، تمایل داریم سیستم  یا اندازه

این رویکرد در حساب   .سازی کنیمرا بر اساس سرعت آن مدل

ای از چنین  ( نمونه1- 1رابطه )  .خوبی جایگاه دارددیفرانسیل به

یک تابع غیر   می تواند  F(P)  دهد که درآنرا نشان می  لیمد

 [.1تعریف شود] Pخطی از  
(1-1 ) Ṗ = F(P) 

( در بیولوژی کاملا قابل دفاع و توجیه  1-1طرحی مانند رابطه )

به  ؛است جمعیت  رشد  سرعت  تحت  زیرا  طبیعی  ثیر تاطور 

عواملی مانند رقابت بین افراد برای منابع )مانند غذا، اکسیژن،  

ی  دارد که همگی به اندازه ومیر قرار  فضا و ...(، زاد و ولد، و مرگ

هستند  (P)جمعیت  )  .وابسته  رابطه  از  به  1-1شکل خاصی   )

شده که  این مدل در حالت نرمال . معروف استجستیک لا مدل

0)  جمعیت در بازه < P < صورت رابطه  شود، بهتعریف می  (1

 [. 2] گردد( بیان می1-2)
(1-2 ) Ṗ = rP(1 − P) 

( از دیدگاهی یک مدل ماکروسکوپی است زیرا  2-1ی )رابطه 

به   سیستم  اجزای  و  جزئیات  به  اشاره  بدون  را  رشد  سرعت 

1)و      P  رشد یعنی    1یمحرکهنیروهای   − P)  .ربط می دهد   

ی  محرکهاز دو نیروی  یک مدل تک موجی است که    ( 2-1رابطه)

P      1)و − P)    .ی  محرکهنیروی  تشکیل شده استP    بعنوان

مثبت   رشد  فیدبک  نیروی  در  که  حالی  در  کند،  می  عمل 

1)   یمحرکه − P)    بر سرعت   بازدارنده  اثر  ؛ فیدبک منفی  نقش

های مدل ،  [2]  (LOG)2لاجستیک علاوه بر مدل    [.2]رشد دارد

نیز    زیاد خانواده  دیگری  این    های سازی سیستمبرای شبیهاز 

(  1- 1در قالب رابطه )  فرمالیزم آنها  که    استشده  ارایه،  بیولوژی

،  3RICH)( [3]ریچاردزجمله:  از    ،است

 [ 1](SABZ)5موجی سبزپوشان تک مدل[و4](GOMP)4گمپرتز

علاوه  ها مدل . ایناستآمده (1-1)شکل   در طرح کلی آنها که

 
1 Driving Force 
2 Logistic 
3 Richards 
4 Gompertz 

حوزه،  [5]شناسیزیست   حوزه  بر از  بسیاری  مانند در  ها 

  طرح به دلیل    .اندشدهاستفاده  نیز    [7]  پزشکیو  [6]مهندسی  

S    مدلشکل از  دسته  این  رشد  آنمنحنی  را  ها،  گاهی  ها 

سیگمومدل مدلمینیز    شکل(  s) یدییهای  های  نامند. 

گستردهییسیگمو کاربرد  دینامیک جمعیت  دی  مطالعه  در  ای 

های سازی رشد جمعیت میکروسکوپی نظیر سلولدارند؛ از مدل

های  تا تحلیل تغییرات جمعیتی در مقیاس  [7]سرطانی گرفته

 [. 8] یک قارهجمعیت بزرگ مانند 
 

 
 الف(

 
 ب( 

مدل    تک موجی  پروفایل سرعت رشد-الفنمونه هایی از   ( 1- 1شکل)
 هانی آنمنحنی رشد زما -ب  و های پایه 

 

دو موجی  های رشد  پدیده های رشد تک موجی ،  بر خلاف پدیده

در پروفایل سرعت و    دو موجی  یساختار    (2-1) شکل  مطابق  

زمانی خود دارندبنابر   . این دو نقطه ی عطف در منحنی رشد 

پایان موج    شوددیده می(  2-1)همانطور که در شکل   از  پس 

می  اول آغاز  دوم  متداول  .  گرددموج  شبیهروش  سازی  برای 

پدیده مدل  استفادههایی،  چنین  پایهاز   مانند   6یقینی   یهای 

ها  آن  تجمیعجستیک، ریچاردز و غیره، برای هر موج و سپس  لا

به  .باشدمی دومدل   که  یا  ،  [9]7جستیکی لاسازی 

 هادر این مدل .شودمیشناخته   و مانند آن [10]8ریچاردزیدو

رابطه )  P(t)  که جمعیت  شودمیفرض    در واقع   ( 3-1مطابق 

 است.   P2(t)و   P1(t)مجموع دو جمعیت مستقل  

5 Sabzpoushan 
6 Deterministic 
7 Bi logistic 
8 Bi Richards 
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 ب( الف( 

موجی دو  ی رشداز )الف( پروفایل سرعت و )ب( رشد زمانی یک پدیده نمونه ای -(2- 1شکل)  

 

(1-3 )  P(t) = P1(t) + P2(t)  ,  Ṗ(t) = Ṗ1(t) + Ṗ2(t) 
 

 

  P2(t)و    P1(t)ترتیب با  اگر رشد تجمعی موج اول و دوم را به

و پروفایل سرعت    P(t)نمایش دهیم، رشد تجمعی کل سامانه با  

( برقرار 3-1شود. در این صورت، رابطه )مشخص می  Ṗ(t)آن با  

توانند پدیده های های دولاجستیکی اگرچه میمدلد.  خواهد بو

ی دو  دو موجی را شبیه سازی کنند، اما به دلیل اینکه پدیده

کنند  ی تک موجی مستقل فرض میموجی را مجموع دو پدیده

نیستند.   سازگار  اپیدمی  بیولوژی  که  با  رابطه همانگونه        در 

که امکان   ها آن است اشکال اینگونه مدلشود، ( دیده می1-3)

نیروی  چندین  حاصل ضرب  صورت   ی پروفایل سرعت بههیارا

نداردی  بگونه  محرکه وجود  این  .صریح  که  از  مدلی  وجود  رو، 

پدیده برای  دوبتواند  رابطه  های  به  موجی  Ṗشکل  ای  =

∏ fi(p)i    سازی  دلمی  در زمینه  .دارد  زیادیارایه دهد اهمیت

دوپدیده  بههای  و  چنین   موجی،  با  زیستی  رشدهای  ویژه 

مطالعات   و    زیادیساختاری،  شده  انجام  پژوهشگران  توسط 

حال، مرور  [. با این13،  12،  11همچنان در حال توسعه است]

دهد که  و تحلیل منابع تا زمان نگارش این پژوهش نشان می

با حاصل ضرب سه نیروی    و قابل توجیه   صریحتنها یک مدل  

پدیده   محرکه در  رشد  سرعت  پروفایل  دوبرای  موجی،   های 

 .[14] استه شدهی(، ارا1-1رابطه ) مطابق 

مدل   یک  معرفی  تحقیق،  این  اصلی  رشد  سرعت  هدف 

Ṗجدید با ساختار    ییدی سیگمو = F(P)    ی قابل ابگونهاست که

، بودهموجی قابل استفاده  موجی و دوهای تکدر پدیده  ،تنظیم

را  منحنی رشد   اکسترممدر کنترل نقاط    لازم پذیری  و انعطاف

تعداد پارامترهای  شود که این مدل با  داشته باشد. نشان داده می

مدل  یکمتر به  دونسبت  موجودهای    تواند می،  لاجستیکی 

  .سازی نمایدشبیهموجی را های رشد دوپدیده 

 
9 Validation 

که  روشن   دقت  مدلموضوع  در  است  افزایش  در  سازی سعی 

. افزون بر این،  مدل و در عین حال کاهش پارامترهای آن داریم 

می که  ترجیح  تفسیر  دهیم  مدل  پارامترهای  از  یک  هر 

را داشته  ی مورد مطالعه  بیولوژیکی مشخص و مرتبط با پدیده 

فرآیند تنظیم مدل و استنتاج علمی  که در این صورت  ،  باشند

در همین راستا، در    .اعتمادتر خواهد بوداز آن معتبرتر و قابل

پارامترهای  تا ساختار ریاضی و  این پژوهش تلاش شده است 

ویژگی با  پیشنهادی  زیستی  مدل  و  دینامیکی  و  های  اپیدمی 

 .های عفونی هماهنگ باشدبیماری

گیری همه   مربوط به  واقعی  هایاز داده   مدل،  9برای اعتبارسنجی 

، در  [15] از جمله ایران ،در چندین کشور10  19-جهانی کووید

شیوع بیماری  های داده ، و همچنین  2022تا  2019بازه زمانی

 است. گردیدهاستفاده [ 16]  2003در سال  سنگاپورسارس در 

 

 روش  -2

های سیگموئیدی رایج مانند لاجستیک و گمپرتز بصورت مدل

Ṗ =   f1(P). f2(P)    پس   ، شوندبیان می  محرکهیعنی با دو نیروی  

مدل  Ṗ  عبارت این  جملهدر  چند  یک  است، ها  دوم  درجه  ای 

فقط  بنابر )    توانندمیاین  موج  ماکزیمم    ی نقطهیک 

باشندسرعت( نیروی  داشته  دو  بعلاوه   .f1(P)  ، f2(P)     نیروی

کنند در حالی که در  ی بیولوژیکی را نمایندگی میهای محرکه

در   اجتماعی  رفتارهای  و  محیطی  عوامل  نقش  اپیدمیولوژی 

یک    نخست  در این پژوهش.  [14]ایجاد موج تایید گردیده است

) رابطهبه  ؛   f3(P)سوم    یمحرکهنیروی   می  (  2-1ی  اضافه 

رابطه  مطابق  آن  فرمالیزم  تا  )نماییم  اپیدمیولوژی  1-2ی  با   )

 سازگار شود: 

(2-1 ) Ṗ =   f1(P). f2(P). f3(P) 
 

f1(P) = r. P  , f2(P) = (1 − P) 

10 Covid-19 

Copyright © 2025 by ISBME, http://www.ijbme.org - All rights reserved
This work is licensed under a Creative Commons Attribution-NonCommercial 4.0 International License



 
 

 243 256  - 239، 1404پاییز ، 3، شماره 19مهندسی پزشکی زیستی، دوره  یهنشری
 

 

 تولید و تنظیم تعداد   ی برای اهرمبعنوان   f3(P)  نقش در اینجا  

)اکسترمم عطفموج  نقاط  و  باشد  (ها  حفظ  می  برای  طرح  . 

)   رشد سیگموییدی   رابطه  )   مانند(  1-2در  لازم  2-1رابطه   ،)

،  آن همواره مقداری مثبت داشته باشد. افزون بر  f3(P)   که  است

فرود f3(P)تابع   و  )فراز  نوساناتی  تا     داشته ( هاییباید  باشد 

طرح   کوهانهبتواند  )   11ییک  به  1-1شکل  را  چند  (  طرحی 

قابل تنظیم تبدیل  )در این تحقیق یک یا دوکوهانه(    12کوهانه 

0 جمعیتی     ی در بازه  باید   f3(P)مقدار  همچنین،  .کند <

P < باقی   1 که میماندبمحدود  آنجایی  از  دیگر  طرف  از   .-

بگونهخ شده  ارایه  مدل  دولاجستیکی  واهیم  مدلی  ضمنی  ی 

 نماییم: پیشنهاد می( 2-2به صورت رابطه ) را f3(P)تابع ، باشد
 

 f3𝑓 𝑓3(p) = f31(P) + f32(P)   ,                      
(2-2) 

  
f31(P) = eg1(P)    , f32(P) = eg2(P) 
 

g1(P) = −em1(P)     ,     g2(P) = −em2(P)  , 
 

m1(P) = a1(P − b1 ) ,  m2(P) = a2(P − b2 ) 
 

و در نظر     f3(P)برای    ذکر شدهبا توجه به لزوم رعایت شروط  

یک تابع غیرخطی نمایی و   gn(P)های ریاضی،  داشتن سهولت

mn(P) است. بصورت یک تابع خطی در نظر گرفته شده 

ی  عنوان یک نسخهتوان به( را می1-2در رابطه )  ارایه شدهمدل  

در نظر گرفت که در آن یک  ضمنی بهبود یافته دو لاجستیکی 

صورت به  مجموع دو نیرو(  شکل)به  ی غیرخطیمحرکهنیروی  

و در واقع یک مدل  ضرب شده  در مدل تک لاجستکی  ضریب  

- 2در واقع با توجه به روابط ) .  است دولاجستیکی بوجود آورده

 نوشت : توان  ( می2- 2و )( 1
(2-3 ) Ṗ = f1(P). f2(P). f31(P) + f1(P). f2(P). f32(P) 

( این است که اگر به آن  3-2نکته جالب توجه در مورد مدل ) 

( رابطه  نیروی  1-2از دیدگاه  با سه  نگاه کنیم مدلی    محرکه ( 

این فرمالیزم آن با بیولوژی اپیدمی سازگار  است، و  بنابر  است و 

دیدگاه   از  مدلی    ( 3-2)رابطه  یه  ظاهریاگر  کنیم  نگاه 

است شبیهاین  بنابر  .دولاجستیکی  دو  توانایی  اپیدمی  سازی 

. بعلاوه هر تک لاجستیک در مدل نیروی  خواهد داشتموجی را  

   اجتماعی( را نیز در خود دارد.-ی سوم )محیطی محرکه

رفتار تنظیم  هنگامیf3(P)تابع    با  به،  نیروی    که  یک  عنوان 

استفاده  محرکه مدل  می  در  از  شود،  را  سرعت  پروفایل  توان 

به دوموجی )دو کوهانه( تنظیم   تک موجی )تک کوهانه(حالت 

، در ادامه، رفتار سیستم را در دو  این موضوع برای تحلیل نمود. 

 :کنیمحالت بررسی می

 
11 Unimodal 
12 Multimodal 

f3:  یعنی  فقط شامل یک مولفه است   f3(P)حالتی که الف(   =

f31(P)  

 : یعنی  باشد، مولفهشامل دو   f3(P)  حالتی که  ب(
f3 = f31(P) + f32(P) 

 

 موجی.تنظیم مدل در حالت تک -2-1

f3تابع   = f31(P)    تنظیم    تواندمیبین دو مجانب صفر و یک

  تنظیم است که با  ای طراحی شده. ساختار این تابع به گونهشود

را به دلخواه     f3(P)توان پروفایل  می  a1 ,b1   مقادیر پارامترهای  

   تنطیم نمود.

تابع  مثبت     a1اگر   • نزولی  f3باشد،  خواهد  اکیداً 

محیطی    (.(1- 2)شکل)بود عوامل  که  است  معنی  بدان  این  و 

گذارد و به بیان  بعنوان فیدبک منفی بر رشد اپیدمی تاثیر می

شود ، مردم بیشتر رعایت  دیگر هر چه تعداد مبتلایان بیشتر می 

 کنند. می

از خود    اکیداً صعودی  باشد، تابع رفتارمنفی    a1اگر   •

عوامل  و این بدان معنی است که    ((.2-2)شکل)دهدنشان می

گذارد و محیطی بعنوان فیدبک مثبت بر رشد اپیدمی تاثیر می

شود، اما مردم به  به بیان دیگر اگرچه تعداد مبتلایان بیشتر می 

می  ادامه  خود  محدودیتروابط  پذیرش  به  حاضر  و  ها  دهند 

 نیستند. 

   :گیریمدر نظر می (4- 2رابطه ) مطابق ی مدل رااکنون معادله
(4-2 ) Ṗ = rP(1 − P)[f31(P)] = rP(1 − P)eg1(P) 

تغیر پروفایل سرعت   موجب  eg1(P)اعمال ضریب    که  روشن است

مقدار  و    Ṗرشد؛   از  عطف  نقطه  Pinfجابجایی  = خواهد   0.5

  گردید

 13نقطه عطف  •

عطف ایفا    نقطه  مهمی  بسیار  نقش  رشد  سرعت  پروفایل  در 

را در این نقطه، سرعت رشد به بیشینه مقدار خود  یکند؛ زمی

در نقطه  (𝑃̈  )رشد  سرعتعبارت دیگر، مشتق اول  رسد. بهمی

مقدار   بیشینه  داردعطف  نقطه عطف    .را  آوردن  بدست  برای 

 ی سرعت( به صورت زیر عمل می کنیم: )بیشینه

 
(5-2 ) dṖ

dt
= 0 →

dṖ

dP
∙

𝑑𝑝

𝑑𝑡
= 0  , 

𝑑𝑝

𝑑𝑡
≠ 0 →

dṖ

dP
= 0 

→ a1exp(a1(Pinf − b1)) =
1 − 2Pinf

Pinf(1 − Pinf)
 

= L → b1 = Pinf −
Ln(

L
a1

)

a1
 

if    Pinf = b1 → a1 =
1 − 2b1

b1(1 − b1)
 

13 Inflection point 
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- 2( و ) 1-2های)( و با درنظر گرفتن شکل5-2رابطه)با توجه به  

به صورت   Pinf  ؛پارامترهای مدل بر موقعیت نقطه عطف  تاثیر  (،2

 :زیر قابل تحلیل است

مثبت باشد، مکان نقطه عطف    a1اگر علامت پارامتر   •

ناحیه Pinf) یعنی،  نیمه  چپ ی  به  < منتقل  (  0.5

 (( 1-2)شکل)شودمی

  ، نیمه  راستمنفی باشد، نقطه عطف در ناحیه     a1اگر •

Pinf)یعنی  >  (( 2-2شکل)) .گیردقرار می( 0.5

  پروفایل توان  ، میa1ر با تغییر علامت و مقدا  پس نشان دادیم که

در یک  .  ها را تنظیم نمودتابع رشد و سرعت همگرایی به مجانب

Pinf حالت خاص، اگر نقطه عطف دقیقاً در مقدار   = b1   واقع

.بدست آورد b1  توان بر حسبرا می  a1  شود، آنگاه پارامتر

 

 

  
( 3-  الف) ( 2-  الف)  ( 1- )الف          ( 3-)ب  ( 2-)ب  ( 1- )ب           

 ب( الف( 

 b1و   a1به ازای مقادیر متفاوتی از f31  محرکهنیروی  -((1-( و )ب1- )الف مدل رشد پیشنهادی در حالت تک موجی ،    )دو تحقق از  -(1- 2شکل)

منحنی رشد    -((3-( و )ب3-)الف می توان محل موج را تنظیم نمود.   )   f31( ، با تنظیم نیروی Ṗپروفایل سرعت رشد )   -(( 2- ( و )ب2-)الف   ،  )
a1تجمعی مربوطه . باتوجه به اینکه   > Pinfدر ناحیه  است نقطه عطف   0 <  قرار می گیرد.   0.5

 

  
( 3-  الف) ( 2-  الف)  ( 1- )الف          (  3-)ب  ( 2-)ب  ( 1- )ب           

 ب( الف( 

 ،   b1و  a1متفاوتی از مقادیربه ازای  f31 محرکهنیروی  -((1-( و )ب1-)الف  ) مدل رشد پیشنهادی در حالت تک موجی ، از  تحققدو   -(2- 2شکل)

تجمعی  منحنی رشد     -(( 3- ( و )ب3-)الف  .   )می توان محل موج را تنظیم نمود.    f31( . با تنظیم نیروی Ṗپروفایل سرعت رشد )  -(( 2- ( و )ب2-)الف 

a1)باتوجه به اینکه  مربوطه.  مدل < Pinfدر ناحیه  است نقطه عطف   0 >  قرار می گیرد.   0.5

از  f31 ، نیروی محرکه |𝑎1| ی اندازهبا افزایش  روشن است که

Pنقطه   سمتدو  = b1  بسته به علامت ،a1  ب به سمت صفر ،

 .کندیا یک میل می

a1اگر   • > نقطه    f3باشد،   0 چپ   به  b1در سمت 

سمت یک همگرا    صفر میل کرده و در سمت راست به  سوی

 .شودمی

a1اگر  • <  .شوددیده میبالا باشد، عکس رفتار  0

دامنه از  بخشی  تغییرات  در  نزدیک  f31 که  ی  یک  مقدار  به 

سرعت  می پروفایل  لابه  شود،  تابع  کلاسیک شکل    جستیکی 

می و نزدیک  که    شود  می  f31 در سمتی  میل    کند، به صفر 

پروفایل سرعت رشد، با توجه به    کاهش می یابد.سرعت رشد  

مق و  می  ادیرعلامت  نقطهپارامترها،  از  پس  یا  پیش  ی  تواند 

 یابد.کاهش میرشد  سرعت  عطف

Copyright © 2025 by ISBME, http://www.ijbme.org - All rights reserved
This work is licensed under a Creative Commons Attribution-NonCommercial 4.0 International License



 
 

 245 256  - 239، 1404پاییز ، 3، شماره 19مهندسی پزشکی زیستی، دوره  یهنشری
 

 

مق و  علامت  به  توجه  با  رشد،  سرعت  پارامترها،   ادیرپروفایل 

  باشد داشته  ی عطف تقعر رو به بالا  تواند پیش یا پس از نقطهمی

در   که  رشد مدل  در حالی  کلاسیک    و   جستیک لا مانند    های 

دارای تقعر رو   تک موج  رشد در حالت  سرعت   منحنی   ریچاردز

مدل پیشنهادی با امکان ایجاد تقعر رو به بالا    در پایین است.    به

نقطه از  پس  یا  )پیش  سرعت  پروفایل  عطف(،  در  ی 

پذیری بیشتری در نمایش رفتارهای غیرکلاسیک رشد  انعطاف

برای  ،  (3-2و شکل)  (5-2ی ) . با توجه به رابطهشود فراهم می

Pinf  مثلا  مشخص  و نرخ رشد  ی عطفیک نقطه = .7 , r = 2  

پروفایلمی با    گوناگونیهای  توان  را  رشد  سرعت    تنظیم از 

بیشتر پذیرتری  انعطاف  این به معنی    و  ،ساخت  مدل  یپارامترها

 مدل پیشنهادی ما است .  
 

 ( الف   

 ( ب   
در  𝑎1به ازای تغییر پارامتر   b1الف( تغییرات پارامتر   -(3-2شکل )

ثابت مقادیر  ازای  به  موجی  تک  عط  حالت  نقطه  و  رشد  ف   نرخ 

Pinf = .7 , r = در حالت   پیشنهادیمدل  ، ب( پروفایل سرعت   2
Pinfبا نقطه عطف ثابت   a1برای چند مقدار تک موجی  = .7 

 

که با افزایش اندازه پارامتر   نمودتوان مشاهده  ( می3-2شکل)  در

a1     تغیرات پارامترb1     برای یک نقطه عطف ثابت ناچیز می

تقریبا برابر با مقدار نقطه     b1توان گفت که مقدار  باشد و می

  افزایش می سرعت  اندازهمقدار   a1عطف می شود و با افزایش  

 .یابد

 

 تنظیم مدل در حالت دو موجی  -2-2

صورت مجموع دو  بهرا   f3  محرکهدر مدل پیشنهای اگر نیروی 

 بگیریم  یعنی : در نظر  f32و  f31نیروی 
(2-6 ) 𝐟𝟑(𝐏) = 𝐟𝟑𝟏(𝐏) + 𝐟𝟑𝟐(𝐏) 

 ( خواهیم داشت: 1-2اینصورت با توجه به رابطه ی ) در 
(2-7 ) Ṗ = f1𝐟𝟐𝐟𝟑𝟏 + f1𝐟𝟐𝐟𝟑𝟐 

کی ضمنی خواهد بود و  ی ستجیعنی مدل حاصل یک مدل دو لا

اپیدمیمی بتوان  آن  تنظیم  با  که  داشت  انتظار  دو  توان  های 

را شبیه به معادلات   سازی نمود.موجی  توجه  با  در این حالت 

 فرضیات اولیه خواهیم داشت: ( و 2-2)

(2-8 ) Ṗ = r. P. (1 − P). [exp(− exp(a1(P − b1))) + 
 

exp (− exp(a2(P − b2)))] 

a1 پارامترهای      ،  f32و    f31در توابع    گرا > 0     ، a2 < و     0

b2 > b1 > نیروی    0 نیروی تواند بهمی f3باشند،  صورت یک 

یک  محرکه دارای  که  شود  ظاهر  یک  و  صفر  بین  محدود  ی 

حاصل بود.  خواهد  نسبی  با  مینیمم  نیرو  این    نیروی ضرب 

  می ( نشان داده شده  4-2همانطور که در شکل )  جستیکیلا

 دوکوهانهگیری یک پروفایل سرعت رشد  منجر به شکل  تواند

 که  توانست خواهد  این  و بنابر  شود.    ( دو ماکزیمم و یک مینیمم)

 سازی کند.  را شبیهاپیدمی های دو موجی 

در   پیشنهادیاز پروفایل سرعت مدل    هاییتحقق(  4-2)  شکل

نمایش   f3  محرکهنیروی  از  هایی  نمونه  برایرا  موجی  حالت دو

.دهدمی

 

  
( 1- )الف                             (2- الف)    (  3- الف) (  3-)ب  ( 1- )ب                           (2-)ب   

 ب( الف( 
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( 1- )ج                                                                    (2- ج)                 (3- ج)  
 ج( 

پارامترهای  مقادیر گوناگونی از  به ازای    f3 محرکهنیروی    -(( 1- ( و )ج1-( ، )ب1-)الف  در حالت دو موجی ،    )  پیشنهادیمدل  از    تحقق هایی  -(4- 2شکل)

a1   ،b1   ،a2   وb2  (   ،  (2-( و)ج 2- ( ، )ب2-)الف)- ؛  پروفایل سرعت رشد  Ṗ تجمعی(   منحنی رشد زمانی  - ((3-و )ج  (3- )ب ،(  3- )الف )هر تحقق .  برای(   

Pدر   رشد  مینیمم نسبی سرعت (الفدر  می تواند محل امواج  اپیدمی را تعیین کند:      f3طرح نیروی   . برای هر تحقق =   مینیمم نسبی سرعت  (بدر     .  0.5

P در رشد > P در رشد نسبی سرعت مینیمم (جدر   . 0.5 <    اتفاق می افتد.  0.5

 نقطه عطف  •

  اکسترمم نسبی ی  سه نقطه  ،موجی، پروفایل سرعت  در حالت دو

دو نقطه ماکزیمم و یک نقطه مینیمم. در این نقاط، سرعت    دارد؛

ی مینیمم  رسد. نقطهرشد به بیشترین یا کمترین مقدار خود می 

ی  پدیده   14( TP)ی چرخشی نقطهدهندهنسبی در واقع نشان

اینکه در رشد    .رشد است به  توجه  نقاط  یییگموسبا  دی و در 

Ṗعطف   ≠ میمی 0 )رابطهتوان  باشد،  بین  (  9- 2ی  را 

 .بدست آورد Pinfپارامترهای مدل و نقطه ی عطف ؛  

 

(2-9 )  dṖ

dt
= 0 →

dṖ

dP
= 0 → a1exp (a1(Pinf − b1)) + a2 exp(a2(Pinf − b2)) =

1−2PinF

PinF(1−PinF)
 

if    Pinf =
a1b1 − a2b2

a1 − a2
→ a1+a2 =

1 − 2PinF

Pinf(1 − PinF)exP (
a1a2(b2 − b2)

a1 − a2
)
 

ها و در واقع مزایای مدل  همانطور که گفته شد یکی از انگیزه

واقع  های )در  پیشنهادی ما  این است که تعداد  و محل موج

توان با تنظیم پارامترها تنظیم  ی رشد را  مینقاط عطف( پدیده

ی  توان در نزدیکی نقطهمحل وقوع مینیمم نسبی را می نمود.  

خطی تابع  دو  به m2(P)و    m1(P)  برخورد  زد.  طور تخمین 

  یابرابر    (TP)ی مینیمم نسبیدر نقطه   Pخاص، مقدار تقریبی  

P
inf(TP)≈

a1b1−a2b2
a2−a1

 است.  
 

موج اول و دوم به ترتیب پیش و پس از  ماکزیممدر این حالت، 

موجی   ( را در حالت دو5-2ی )اگر رابطه .دهنداین نقطه رخ می

قرار  3-1بررسی کنیم و از سوی دیگر روابط ) نیز مدنظر  را   )

دولاجستیکی  توان نشان داد که پروفایل سرعت مدل  دهیم، می

 صورت جمع دو پروفایل  موجی، به  در حالت دو پیشنهادی ما 

اول   موج  به  مربوط  دوم   P1̇سرعتِ  موج                 یرابطهدر    P2̇و 

  .شودبیان می  (2-10 )
 

(2-10 )  P(t) = P1(t) + P2(t)  ,  P1̇ = F1(P)  ,  P2̇ = F2(P) →  Ṗ = F(P) = F1(P) + F2(P) 
P1̇ = rP(1 − P)[exP(− exP(a1(P − b1)))] = F1(P) 

P2̇ = rP(1 − P)[exP(− exP(a2(P − b2)))] = F2(P) 

که مواردی  در   در  سرعت  چرخشنقطه  اندازه  سیستم    ی ی 

ی مینیمم نسبی در پروفایل سرعت( مقداری نزدیک به  )نقطه

باشدصفر   میداشته  در    گفتتوان  ،  نسبی  ماکزیمم  نقاط  که 

بیشینه  ماهیت  با  شدر  یپدیده  نقاط  بر  منطبق  ی  دوموجی، 

 .  باشندمی های سرعت موج اول و دوم سرعت رشد در پروفایل

 
 

 
14 Turning Point 

 قابلیت تفکیک امواج •

ارا روابط  اساس  )یبر  در  شده  قابلیت  (10-2ه  از  یکی  های ، 

بیان   امکان  موجی،  دو  حالت  در  ما  پیشنهادی  مدل  محوری 

معادله   یک  مبنای  بر  سرعت  تکپروفایل  متغیره   دیفرانسیل 

مدل در  که  قابلیتی  است،  جمعیت(  پایه  )بر  رشد حالت  های 

دولاجستیکی موجود میسر نیست. علاوه بر این، مدل ما امکان  

از امواج   استخراج و تحلیل مجزای اطلاعات مربوط به هر یک 
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فراهم می را  ترتیب، در صورت   آورد؛  )موج اول و دوم(  بدین 

داده به  موجی،  دسترسی  دو  پدیده  یک  سرعت  پروفایل  های 

 های رشد هر موج را به صورت مستقل بازسازی  توان منحنیمی

های دولاجستیکی رایج فاقد این در حالی است که مدل  .نمود

گیرد.  ها بر پایه زمان صورت میسازی آناین تفکیک بوده و مدل

که عملکرد بازسازی مدل ما    دهندمی  نشانها  در نهایت، بررسی

کمتر باشد، به   در شرایطی که اندازه سرعت در نقطه چرخشی

می انجام  بهتری  )  .  پذیردنحو    یک   از  اینمونه  ،(5-2شکل 

  تفکیک   همراهبه    پیشنهادی  مدل  برای   دوموجی   سرعت  پروفایل

منحنی  همچنین    شکل   این  در.  دهدمی  نشان   را    دوم   و   اول  امواج

به  موج  هر  زمانی  مستقل  رشد  با  طور  سپس  و  شده  محاسبه 

شده جمع  حاصل    یکدیگر  منحنی  زمانی  و  رشد  منحنی  با 

دوموجی سرعت  پروفایل  با  شده  متناظر   .  .استمقایسه 

شود، منحنی رشد حاصل از تجمیع امواج  طور که دیده میهمان

و    تطابقدوم، از نظر کیفی با منحنی رشد مدل دوموجی،    اول و 

 .داردبازسازی مناسب 
 

 الف 

 ب

 ج 

( به  نمونه  -الف( -(5-2شکل  ما  مدل  موجی  دو  سرعت  پروفایل  از  ای 

ب( منحنی رشد زمانی موج اول و      همراه تفکیک امواج اول و دوم آن،

ما در حالت دو   ، ج(منحنی رشد زمانی مدل  دوم بطور تفکیک شده  
با تجمیع منحنی های رشد زمانی موج اول و دوم.   موجی در مقایسه 

توضیح   ندارد.  را  کلاسیک  دولاجستیکی  های  مدل  اشکالات  ما  مدل 

 بیشتر در متن. 

( شکل  با  رابطه  وج(  -5-2در  جدید  مدل  نتایج   پارامترهای 

زمانی موج اول و   از مقایسه روش تجمیع رشد  آماری حاصل 

 آمده است. :  (1-2در جدول ) دوم با رشد زمانی پیوسته دو موج  
  

مقایسه روش تجمیعی  آماری یج نتاپارامترهای مدل جدید و -(1-2جدول)

 دو موجی در حالت  و روش پیوسته رشد زمانی مدل 

 هایمعیار پارامترها و
 برازش 

مقدار محاسبه  
 شده

 تفسیر 

a1 2.8094 موج اول  و شیب یزیت 

a2 3.4868 -  دوم موج  و شیب یزیت 

b1 3.3043e 10 -  اول  موج اوجنقطه  

b2 0.8271  دوم  موج اوجنقطه 

r 5.2671  نرخ رشد 

SSE 0.2 خطا مربعات مجموع  

RMSE ≈0.0073 یشه میانگین مربع خطا ر 

R-Square ≈0.99908  تعیین ضریب  

 

حاکی  نزدیک به یک    R-Squareو    بسیار کوچک  RMSE  ترکیب

که   است  آن  شکل از  در  کیفی  نظر  از  که  همانطور  روش  دو 

نتیجه خیلی نزدیکی به یکدیگر    از نظر کمی هم  شودمشاهده می

کند  از منظر علمی، این دقت بالا تأیید می  دارند. به عبارتی دیگر  

پذیری به دو فاز تفکیکدارای    اواقعکه دینامیک مشاهده شده  

است که هر یک توسط پارامترهای  ( مجزا )موج اول و موج دوم

   .شوندمتمایز خود کنترل می
 

 نتایج-3

بخش قابلیتدر  بررسی  به  پیشین،  ی هاویژگیو    هاهای 

در این  ی که در این تحقیق ارایه شد پرداختیم  پارامترهای مدل

 پردازیم. عملکرد آن میاعتبارسنجی مدل و ارزیابی به  بخش

اعتبار سنجی مدل در حالت تک موجی و مقایسه    -3-1

 . مدل ریچاردزآن با 

ی  با نقطهتک موجی  دی  ییدل ریچاردز، یک مدل رشد سیگموم

ی دیفرانسیل مربوط  معادله.  محدود است  و  پذیرانعطاف  عطف

ی عطف  همراه بیان موقعیت نقطهبه پروفایل سرعت این مدل، به

نرمال حالت  در  رابطهسازیآن،  در  )شده  -شده  ارایه(  1-3ی 

 [.3ست]ا

(3-1 ) Ṗ = rP(1 − Pn)    ,   Pinf = (
1

n + 1
)

1
n
 

(n  که > در تعیین مکان    باشند و پارامترهای مدل می r)و   0

روشن است که در حالت .  نقش دارندی عطف و نرخ رشد  نقطه

nخاص    = ، مدل ریچاردز همان مدل لاجستیک خواهد بود.    1

nاگر   < Pسمت چپ  ی عطف مدل در  باشد، نقطه  1 = 0.5 
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nگیرد، و در صورتی که قرار می > سمت  باشد، این نقطه در   1

Pراست   =  .شودظاهر می 0.5

)در   مدل جدید  (  1-3جدول  برازش  آماری  نتایج  و  پارامترها 

- 3)         شکلدر    و  های مدل ریچاردزدرحالت تک موجی بر داده

در    جدیدبرازش پروفایل سرعت مدل    حاصل از  هایمنحنی   (1

به مدل ریچاردز    سرعت  پروفایلهای  دادهبر  حالت تک موجی  

r و نرخ رشد    n از  یگوناگونمقادیر    ازای = )           . استآمده  1

برازش شده   به    ،شماره منحنی های  )از چپ  پایین  به  بالا  از 

 ( استگرفته  شدهدر نظر  9تا  1راست(به ترتیب از 

 :  ها منحنیی و  شکل نتایج آمار ،توجه به پارامترها  با

با   همخوانیدر حالت تک موجی    مامدل   • بالا  بسیار 

  .مدل ریچاردز دارد

بالای   • میانگینR2مقادیر  بودن  پایین  نشان  AIC و 

دهد مدل، هم از نظر دقت و هم از نظر سادگی قابل اعتماد  می

 . است

1) بای عطف در مدل ریچاردز برابر  حد پایین نقطه  در حالی که 

e
) 

ندارد  ،است را  بر     مدل ما چنین محدودیتی  تواند علاوه  و می 

سازی  نقاط عطف پایین تر را نیز شبیه  ،ریچاردز  مدل  سازی شبیه

  چندین ی بالا را با  لازم به ذکر است که ارزیابی و مقایسه    نماید.

گومپرتز مانند  متداول  موجی  تک  نیز   [1]  و سبزپوشان  مدل 

م که برای طولانی نشدن مقاله از ذکر نتایج آن خود  یاانجام داده

   نماییم.  داری می
 

پارامترها و نتایج آماری برازش مدل جدید درحالت تک موجی بر  -(1-3جدول)

های مدل ریچاردز داده  

 a1 b1 r SSE R2 AIC منحنی 

1 0.154 0.892 0.056 4.212 0.983 5.298 

2 0.221 1.015 0.068 6.873 0.971 7.845 

3 0.309 1.144 0.079 3.100 0.991 3.821 

4 0.188 0.950 0.061 5.588 0.978 6.743 

5 0.410 1.250 0.092 2.790 0.993 3.514 

6 0.255 1.080 0.072 7.146 0.969 8.120 

7 0.352 1.198 0.085 4.011 0.985 5.097 

8 0.110 0.785 0.049 9.235 0.958 10.258 

9 0.450 1.310 0.101 2.160 0.995 2.947 

 

 
مدل   است.در هر شکل نوشته شده  nمقدار پارامتر ریچاردز. مدل  ی ها در حالت تک موجی بر روی داده  پیشنهادی ما  برازش مدل   -(1- 3شکل)

 ما به خوبی دینامیک ریچاردز را شبیه سازی می کند. 

 

ی اعتبار سنجی مدل در حالت دو موجی و  مقایسه  -3-2

 دو ریچاردزی  جستیکی وهای دو لا آن با مدل

تاکنون روش متداول برای شبیه  دهد که  های ما نشان میبررسی

اپیدمی مدلسازی  از  استفاده  موجی  دو  دو  های  مانند  هایی 

[ . در حالی که این 10یا دو ریچاردزی است ]  [9]لاجیستکی

ها سازگاری و توجیه پذیری بیولوژیکی ندارند. ناسازگاری مدل

ها با بیولوژی اپیدمی از این نظر است که یک اپیدمی  این مدل

دو موجی را مجموع دو موج مستقل که بایکدیگر جمع شده اند  

نیست چنین  واقع  در  که  پندارند  مدل  ،می  این  در  ها بعلاوه 

توان بدرستی پایان موج اول و شروع موج دوم را تعیین کرد  نمی

هایی با هم دارند. مدلی که و در عمل موج اول و دوم همپوشانی

نموده پیشنهاد  تحقیق  این  در  دیدگاهیایم  ما  به   از  توجه  با 

مجموع دو موج قرار    هایی با  ی مدل( در دسته2-2ت )معادلا

اما همانطوری که در بخش های قبلی دیدیم انعطاف  ،می گیرد
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پذیری بیشتری در تنظیم محل امواج دارد. در این بخش مدل  

  [ 9]دو لاجستیکی  هم خانواده بنام مدلهایی  خودمان را با مدل

 نماییم. [ مقایسه می10دوریچاردزی ] و 

های عمومی مدل ریچاردز و  ترتیب فرم( به3-3( و ) 2- 3روابط )

   .دهندمدل دو ریچاردزی را نشان می

(3-2 ) P(𝑡) =
K1

(1 + h1 . exp (h1 (
tinfr1 − t

kr1
)))

(
1

h1
)
 

(3-3 ) 

 

P(t)

=
K1

(1 + h1 . exp (h1 (
tinfr1 − t

kr1
)))

(
1

h1
)

+
K2

(1 + h2 . exp (h2 (
tinfr2 − t

kr2
)))

(
1

h2
)
 

K  حمل: ظرفیت  ،tinfr نقطه عطف ،  به موج  رسیدن : زمانkr 

 .  نرخ رشد :

نرمالدرنسخه ریچاردزی،   یشده      سازیی  دو  مدل 

K1شرط  + K2 = همانطور    مدل دو لاجستیکی  برقرار است.  1

( رابطه  در  می3-4که  مشاهده  مدل    شود  (  از  خاصی  حالت 

,h1ی و به ازای  زدوریچارد h2 =  . باشدمی  1
(3-4 ) 

 
P(t) =

K1

(1 + exp (
tinfl − t

kl1
))

+
K1

(1 + exp (
tinfl2 − t

kl2
))

 

  نمونه مدل ما بر    برازشهای  منحنی،  ( 3-3و )  (2- 3)  هایشکل 

و دولاجستیکی    دو ریچاردزی  هایمدل  تولید شده با  هایداده

نتایج آماری    ( 3-3( و )2-3های)در جدول  و  دهندرا نشان می 

 ها آمده است. حاصل از برازش آن

 

ی زدو ریچاردنمونه مدل  پارامترهای  
𝐡𝟏 = 𝟕. 𝟓𝟎𝟖 𝐊𝟏 =. 𝟓𝟖𝟐𝟐 𝐭𝐢𝐧𝐟𝐫𝟏 = 𝟏𝟓. 𝟎𝟏 𝐤𝐫𝟏 = 𝟏. 𝟒𝟎𝟒 

𝐡𝟐 =. 𝟎𝟎𝟎𝟑𝟒𝟖𝟏 𝐊𝟐 =. 𝟒𝟏𝟕𝟏 𝐭𝐢𝐧𝐟𝐫𝟐 = 𝟗. 𝟒𝟒𝟖 𝐤𝐫𝟐 =. 𝟎𝟎𝟎𝟒𝟏 
 

   مادو موجی مدل  پارامترهای
𝐛𝟐 =   𝟎. 𝟖𝟐𝟕𝟏 𝐛𝟏 = 𝟑. 𝟑𝟎𝟒𝟑𝐞 − 𝟏𝟎 𝐚𝟐 = −𝟑. 𝟒𝟖𝟔𝟖 𝐚𝟏 = 𝟐. 𝟖𝟎𝟗𝟒 𝐫 = 𝟓. 𝟐𝟔𝟕𝟏 

 

 
 الف(              ب( ج( 

برازش   وشکل الف های پروفایل سرعت مدل دوریچاردزی داده  ، ب((  مدل دو ریچاردزیدو موج مجزا  و مجموع آنها )  رشد زمانی داده های الف(  -(2- 3شکل)

دارد   یزپارامترهای کمتری نسبت به مدل دو  ریچارددر حالی که مدل ما تعداد  با مدل دوریچاردزی .  مارشد زمانی مدل ی مقایسه ج( ما بر آن. مدل ی شده
 می کند.  سازیشبیهرا  یریچاردزدو دو موجی سیستم به خوبی دینامیک 

 

به   توجه  از   (2-3)جدولو    (2-3)شکلبا  آماری حاصل  نتایج 

داده برازش روی  بر  جدید  دو  مدل  مدل  زمانی  رشد  های 

، با استفاده از  ما    دهند که مدل  به وضوح نشان می  زیدریچار

ی مدل دوریچاردزی  هاپنج پارامتر ، توانسته است ساختار داده

نزدیک    R2سازی کند.  را به شکلی بسیار مؤثر مدل پارامتر    8با  

مدل است، به طوری    شبیه سازی خوبدهنده قدرت  نشان  1به  

تمام واریانس مشاهده شده در متغیر وابسته توسط    که تقریباً 

می توجیه  پیشمدل  خطای  )شود.  حد  RMSEبینی  در   )

از دقت  0.0146 از منظر    بالا در تخمین مقادیر است.، حاکی 

منفی بسیار  مقدار  مدل،  ≈)   AIC  انتخاب  −25263.114) 

مدل  نشان قوی  بسیار  برازش  مشاهده داده  بردهنده  شده های 

 است.  

  ما نتایج آماری حاصل از برازش مدل    دوریچاردزی،همانند مدل  

)مشاهده   مدل دولاجستیکی های رشد زمانیداده  نمونه  بر روی
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دهد به وضوح نشان می  ((3-3)( و جدول3-3شده در شکل )

پارامترکه مدل پیشنهادی ما، با بهره عملکردی  ،  گیری از پنج 

ها از خود به نمایش گذاشته  بینی دادهاستثنایی در تبیین و پیش

است؛ ضریب تعیین نزدیک به یک، حاکی از توانایی تبیین بسیار  

شده محاسبه) بینی  بالای مدل است. علاوه بر این، خطای پیش

RMSEاز طریق   ≈ بسیار پایین بوده، و مقدار منفی   (0.0133

≈) (AIC) آکائیکهچشمگیر معیار اطلاعات   نیز  (21612.21−

 .کندبر برازش بهینه مدل تأکید می

 

های  دادهنمونه نتایج برازش مدل جدید بر -(2- 3جدول)

 دوریچاردزی رشد زمانی مدل 
 تفسیر  مقدار محاسبه شده  معیار برازش

SSE 0.2 
 خطا مربعات مجموع

 ورودی  داده)

RMSE 0.0146 
یشه میانگین مربع ر

 خطا

R-Square .0.9987  ضریب تعیین  

AIC 25263.114 -  انتخاب مدل )بهینه(  

 

لاجستیکی دو نمونه مدل  پارامترهای  
𝐊𝟏 =. 𝟓𝟖 𝐭𝐢𝐧𝐟𝐥𝟏 = 𝟏𝟎 𝐤𝐥𝟏 = 𝟏 
𝐊𝟐 =. 𝟒𝟐 𝐭𝐢𝐧𝐟𝐥𝟐 = 𝟏𝟖 𝐤𝐥𝟐 = 𝟗 

 

ما پارامترهای مدل دو موجی   
𝐛𝟐 =   𝟎. 𝟔𝟕𝟎𝟑 𝐛𝟏 = 𝟎. 𝟒𝟔𝟕𝟔 𝐚𝟐 =  −𝟏𝟑. 𝟐𝟏𝟕𝟑 𝐚𝟏 =  𝟖. 𝟔𝟐𝟖𝟕 𝐫 = 𝟓. 𝟐𝟔𝟕𝟏 

 

 
 الف(              ب( ج( 

شکل الف و برازش    دولاجستیکیهای پروفایل سرعت مدل  ( ، ب( داده  لاجستیکیالف( داده های رشد زمانی دو موج مجزا  و مجموع آنها )مدل دو    -(3- 3شکل)
 جستیکیلا.  در حالی که مدل ما تعداد پارامترهای کمتری نسبت به مدل دو   دولاجستیکیی  رشد زمانی مدل ما با مدل شده ی مدل ما بر آن.  ج( مقایسه

 کند. را شبیه سازی می لاجستیکیدارد به خوبی دینامیک دو موجی سیستم دو 

   

 نمونه نتایج برازش مدل جدید بر روی-(3- 3جدول)

 دولاجستیکی  های رشد زمانی مدلداده
 تفسیر  مقدار محاسبه شده  معیار برازش

SSE 0.44 خطا مربعات مجموع  

RMSE 0.0133 
یشه میانگین مربع ر

 خطا

R-Square 0.9988  ضریب تعیین 

AIC 21612.21 -  انتخاب مدل )بهینه(  

 

دا  -3-2 با  مدل  سنجی  واقعی  هد اعتبار   اپیدمی  های 

 سارس  و بیماری 19د ویکو 

-های واقعی کوویداستفاده از داده مدل خود را با بخشدر این 

چن  در  19 و  دیگر  دایران  دادهو    کشور  شیوع  همچنین  های 

-بیماری سارس در کشور سنگاپور ارزیابی و اعتبار سنجی می

 .  [16،17] کنیم

کنید نتایج  حاصل از برازش همانگونه که در ادامه مشاهده می

تا )4-3در شکل های)  پارامترها و معیار(3-10(  های آماری  و 

   .( ارایه شده است4-3برازش در جدول)
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 ب( الف( 

   3/ 1/ 2021  پایان: ;  03/01/ 2020شروع:   افغانستان) کشور در 19بیماری کووید   افراد مبتلا به دو موجی بر روی داده های رشد مابرازش مدل   -(4-3شکل )
 [. الف( پروفایل سرعت  ب(رشد تجمعی 15(]

  
 ب( الف( 

پایان:  ; 2020/03/01شروع:  ارمنستان)  کشور در 19بیماری کووید  افراد مبتلا به دو موجی  بر روی داده های رشد مابرازش مدل   -(5-3شکل )
 الف( پروفایل سرعت  ب(رشد تجمعی -[15(]  20/2/ 2021

  
 ب( الف( 

   07/ 2021/21پایان:   ;   2020/10/06شروع:  کانادا)  کشور در 19افراد مبتلا به بیماری کووید   دو موجی بر روی داده های رشد مابرازش مدل  -( 6-3شکل )

 الف( پروفایل سرعت  ب(رشد تجمعی -[ 15(]

  
 ب( الف( 

پایان:   ;   03/01/ 2020شروع:  ازبکستان) کشور در 19  افراد مبتلا به بیماری کوویددو موجی  بر روی داده های رشد مابرازش مدل   -(7-3شکل )

 الف( پروفایل سرعت  ب(رشد تجمعی -[15(] 05/12/ 2021
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 ب( الف( 

پایان:   ;  01/ 2020/03شروع:  ویتنام)کشور  در  19بیماری کووید   افراد مبتلا بهدو موجی  بر روی داده های رشد مابرازش مدل   -(8-3شکل )
 الف( پروفایل سرعت  ب(رشد تجمعی -[15(]  13/06/ 2021

 

  
 ب( الف( 

    11/ 2021/14پایان:   ;  21/2/ 2021در کشور ایران )شروع:   19برازش مدل ما بر روی داده های رشد دو موجی افراد مبتلا به بیماری کووید   -(9-3شکل )
 [. الف( پروفایل سرعت  ب(رشد تجمعی 15(]

 

  
 ب( الف( 

   1/05/ 2003پایان:   ;  25/02/ 2003شروع:  بیماری سارس در سنگاپور) افراد مبتلا به  دو موجیبرازش مدل ما بر روی داده های رشد  -( 10-3شکل )

 الف( پروفایل سرعت  ب(رشد تجمعی -[16(]
 

 در برخی کشورها  19)تجمعی( بیماری کویید های رشد زمانی بر داده مدل جدید ماپارامتر ها  و نتایج آماری برازش -(4- 3جدول)

𝐀𝐈𝐂 𝐑𝟐 𝐑𝐌𝐒𝐄 𝐒𝐒𝐄 𝐫 𝐛𝟐 𝐛𝟏 𝐚𝟐 𝐚𝟏 کشور 

 افقانستان  0.07696 0.8364 0.5253 8.687 7.435 0.089 0.0145 0.9985 - 3578.84

 ارمنستان 0.3102 0.1951 26.6 15.44 0.04411 0.0314 0.0087 0.9994 - 3924.24

 کانادا  0.6895 0.4217 14.4 2.766 0.04846 0.0433 0.0103 0.9992 - 3713.64

 ازبکستان  0.5721 0.2711 - 5.807 10.86 0.03045 0.11578 0.0126 0.9984 - 6416.78

8676.59 - 0.9992 0.0082 0.060639 0.1003 6.718 12.25 - 5.12e-05 0.2824  ویتنام 

 ایران 0.3726 0.2636 - 10.41 20.66 0.2604 0.0031526 0.0079 0.9996 - 484.34

 سنگاپور  0.6182 0.3506 - 2.707 22.43 0.2802 0.01479 0.0147 0.9984 - 563.38
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عملکرد   ،ها و جدول بالابا توجه به نتایج به دست آمده در شکل

در همه موارد   R2، معیار خوب استمدل بر روی تمام کشورها  

توضیح  دهنده توانایی مدل در    که نشان  می باشد  0.998بالای  

تر بر  است. با این حال، ارزیابی دقیق تجمعی هایداده واریانس

 شده، نتایج زیر را به همراه دارد:  اساس معیارهای تفکیک 

(:ایران با کمترین    :RMSEبینی )بر اساس دقت پیش   •

RMSE  (0.0079  و کمترین مجموع )مربعات  ( خطاSSE دقیق ،) 

دهد که   است. این نشان میای را ارایه داده  ترین برازش لحظه

های مشاهده  بینی مدل در مقایسه با داده خطای میانگین پیش

 برای ایران حداقل بوده است. شده 

که    AIC(: معیار    AIC  بهینگی آماری مدل )بر اساس •

دهد که   سنجد، نشان می  پیچیدگی و تناسب مدل را با هم می 

مقدار  داده با  ویتنام  منفی(    -8676.59های  مقدار  )بهترین 

 سازگاری آماری بالاتری با ساختار مدل استفاده شده دارند.  

-تولید سناریو  توانایی مدل در باز  نتایج بدست آمده،با توجه به  

ییدی بر اعتبار ساختار ریاضی مدل است  اهای پیچیده موجی، ت

سازی   پیاده MATLAB که با استفاده از ابزارهای محاسباتی در

  شده است. این نتایج، مدل را برای استفاده در سناریوهای پیش 

 .بینی و ارزیابی تأثیر مداخلات آتی مناسب میسازد

 

 بحث-4

تواند که میدر این تحقیق یک مدل رشد زیستی برای اپیدمی  

مدل  بصورت تک موجی یا دو موجی تنظیم شود پیشنهاد شد. 

های قبلی برای آن ارایه شده با توجه به ساختاری که در بخش

خانواده در  دادیم  مدلارایه  دولاجستی  دو  یهای  )یا  کی 

می تنظیم  ریچادزی(  قابل  که  تفاوت  این  با  با  گنجد  و  بوده 

ی ضمنی  در عین حال بگونه  یعنی  .  اپیدمولوژی سازگاری دارد

Ṗتواند  با فرمالیزم   بوده و می  محرکهدارای سه نیروی   = F(P)  

 بیان شود که از این نظر با بیولوژی اپیدمی سازگارتر است.

ما، مدل  اعتبار سنجی  نتایج  به  توجه  برای   با  آن  از  توان    می 

بیمارستانی  پیش و  اجتماعی  اقدامات  انجام  و  رشد  روند  بینی 

  ( 1-4در ادامه در شکل)   . استفاده نمودبرای مقابله با موج دوم  

های نرمالایز شده بیماری  همدل دولاجستیکی و مدل ما بر داد

شود می  دیده    در ایران برازش شده است. همانطورکه  19کویید  

ما کمتری         مدل  پارامتر  تعداد  مدل  با  به  نسبت 

کمتری  SSEتوانسته است با خطای  (6در برابر  5)دولاجستیکی

( برای  3-4( و ) 2-4) های  های ایران را دنبال کند.  در شکلداده

-، از داده  ی اپیدمی   بینی آیندهدر پیش  خودمانارزیابی مدل  

نمونه  های   یکبار  ایران،  در  رشد  پایانی  مرحله،  دو    10  در 

از   حاصلنتایج  وذف کرده ح مشاهده را 20و بار دیگر  مشاهده

 هابینی آنو نحوه پیش  دولاجستیکیمدل  و   خود برازش مدل 

شود همانطور که مشاهده می  .بررسی کرده ایم  رااز روند رشد  

توانسته ما  مدل  دو حالت  هر  خطای  در  با  کمتری    SSEاست 

  و هم از نظر کمی  نسبت به مدل دولاجستیکی هم از نظرکیفی

الت  حکه در هر دولی  در حا  .ددنبال کنخوب  روند آینده رشد را  

انتهای رشد را   و در مقدار    زودتر از موعدمدل دو لاجستیکی 

 تشخیص داده است.   کمتری

 

 
 در ایران  19کووید  مقایسه مدل دولاجستیکی و مدل جدید ما با برازش بر داده های بیماری - ( 1- 4شکل)

 

 
 از انتهای رشد حذف شده است(  مشاهده آخر 10در ایران توسط مدل دولاجستیکی ومدل جدید ما) 19پیش بینی روند رشد بیماری کووید  مقایسه-(2- 4شکل)
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 ا

 
 الف(  ب(  ج( 

انتهای   مشاهده آخر از 20در ایران توسط مدل دولاجستیکی ومدل جدید ما)  19پیش بینی روند رشد بیماری کووید مقایسه ی  -(3- 4شکل)

 رشد حذف شده است(
 

مسئولین   روی  پیش  های  از چالش  یکی  اپیدمی  وقوع  هنگام 

فروکش می کند  بهداشتی این است که آیا  اپیدمی به هر حال 

  Re(t)؛    15یا خیر؟ در چنین مواردی  برآورد عدد تکثیر موثر

ی  دهندهنشان   Re(t)اپیدمی یک  در   کننده باشد.  تواند کمکمی

توسط یک فرد آلوده،    tمیانگین تعداد افرادی است که در زمان 

  توان با حاصل ضرب عدد یموثر را م  عدد تکثیر .شوندآلوده می

برای هر    (S)  16مستعد ابتلا   ت یاز جمع  یو کسر  (R0) هیپا  تکثیر

 : نیزد. بنابرا  نیتخم موج
(1-4 ) Re(t) = R0 . S(t) = −

dS(t)

dR(t)
 

 

ی  باشد، شیوع بیماری افزایش  1از    بزرگتراگر عدد تکثیر مؤثر  

پایدار    1مساوی  اگر    و  خواهد بود اپیدمی در وضعیت  و  باشد 

باقی می باشد  در صورتی که  و  ماند  متعادل  از یک  ،  کوچکتر 

می  اپیدمی رو به خاموشی تعداد مبتلایان با زمان کاهش یافته 

 مسئولینو  مقاماتبینی مقدار این عدد به . محاسبه و پیشرود

میجامعه  بهداشتی   مورد کمک  در  بهتری  تصمیمات  تا  کند 

کنیم که در اینجا بحث می  ها اتخاذ کنند.کنترل شیوع بیماری

به عنوان یک تابع کمکی در مدل پایه یقینی همه    مدل ما  آیا

 ؟ تواند استفاده شود می SIR  [18]گیری بخشی  

تشکیل شده    زیر  از سه معادله دیفرانسیل معمولی SIR 17مدل  

 :است

(4-2 ) dS

dt
= −

β

N
SI 

(4-3 ) dI

dt
=

β

N
SI − γI 

(4-4 ) dR

dt
= γI 

 

جمعیت مستعد)منحنی سیگموییدی و   ; S(t)در این معادلات  

افراد بهبود    R(t)ای(  و  افراد آلوده)منحنی قله ; I(t) نزولی(، 

 
15  
16  

مجموع هر   Nباشد و  یافته )منحنی سیگموییدی و صعودی(می 

 : سه جمعیت )جمعیت کل( می باشد یعنی
 

(4-5 ) S(t) + I(t) + R(t) = N 

 

دهد  میکند و نشان  را مشخص می   نرخ انتقال بیماری  βپارامتر  

که در هر واحد زمان، چه تعداد تماس مؤثر بین افراد آلوده و  

می رخ  میحساس  بیماری  انتقال  به  منجر  که  و    شوددهد 

نرخ بهبودی )یا حذف از چرخه انتقال، مثل ایزولاسیون    γپارامتر

کند که چه کسری دهد. این پارامتر بیان مییا فوت( را نشان می

خارج   »آلوده«  وضعیت  از  زمان  واحد  هر  در  آلوده،  افراد  از 

 .شوندمی

Nدر اینجا مدل را به صورت نرمالایز در نظر گرفته و مقدار  =

های موجود  دهیم. اگر در یک اپیدمی با توجه به دادهقرار می   1

dR  رابطه

dt
= F(R)  برقرار باشد وγ   را یک عدد ثابت و مشخصی

 هایویژگی وابسته بهدر نظر بگیریم )این عدد با توجه به اینکه 

بدن ایمنی  سیستم  پاسخ  و  درمان،  اثربخشی  است    بیماری، 

بیشتر یک داده بیمارستانی است از این رو تخمین   ، βبرخلاف 

باشد و نسبت به زمان به سرعت  تر و قابل دسترسی میآن ساده

 : کند ( آنگاه خواهیم داشتتغییر نمی
(4-6 ) dR

dt
= γI(t) = F(R) → I(t) =

1

γ
F(R) 

(4-7 ) S(t) + I(t) + R(t) = 1 → S(t)

= 1 − R(t) −
1

γ
F(R) 

(4-8 ) Re = −
dS(t)

dR(t)
= (1 +

1

γ

dF(R)

dR
) = (1 +

1

γ
F′) 

 

را   F(R)که بتوان تابع   شده، در صورتیبا توجه به روابط مطرح

افراد    سرعت رشدهای مربوط به  ای تعریف کرد که داده گونه به

dR) بهبود یافته

dt
را با دقت مناسبی برازش کند، امکان تخمین  (  

17 Susceptible-Infected-Recovered 
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مؤثر   تکثیر  عدد  پدیده  Reمقدار  در  شد.  خواهد  های فراهم 

توان  معمولاً شکلی سیگموییدی دارد و می R(t)موجی، تابع  تک

،  جستیک، ریچاردز،...()لاشده  معرفی   پایه  هایبا استفاده از مدل

انجام برازش  بهترین  اساس  بر  مقدار    و  استخراج   Reشده،  را 

 .کرد

های کلاسیکی که برای پدیدهپایه و    هایمدلجا که  اما از آن

dRقابلیت نمایش رابطه   ،شوندموجی استفاده میتک

dt
= F(R) 

ها در این شرایط  آنهای دوموجی ندارند، استفاده از  را در پدیده 

با محدودیت مواجه است. با این حال، با توجه به اعتبارسنجی  

توان از  آمده، میدستشده برای مدل پیشنهادی و نتایج بهانجام

 .های دوموجی بهره برداین مدل برای پدیده

پروفایل   های واقعیبر روی داده مادر این روش، با برازش مدل 

(  8-4با استفاده از رابطه ) و تعیین پارامترهای آن،   رشد سرعت

مؤثر  می تکثیر  عدد  مقدار  محاسبه    Reتوان  زمان  طول  در  را 

کاربردهای مهم مدل پیشنهادی در   از  قابلیت، یکی  کرد. این 

اپیدمی شیوع  کنترل  و  بهتحلیل  شرایط  ها  در  موجی  دوویژه 

 .شودمحسوب می

مدل  ( نمون 4- 4در شکل) از یک  یک پدیده دو    SIRای  برای 

dRدهد که در آن موجی را نشان می 

dt
= F(R)    معادل با پروفایل

ثابت در نظر گرفته شده   γو    ماسرعت مدل     .استیک عدد 

که   داده،  شودمی   دیدههمانطور  از  آماری  صورتیکه  های در 

توانیم  را داشته باشیم می  γو    مربوط به رشد افراد بهبود یافته

های  ,منحنی  R(t) S(t), I(t) و  Re(t)   که بزنیم  تخمین  را 

دست آورد مهمی در پیش بینی منحنی رشد اپیدمی در پدیده 

 ای دو موجی می باشد. 

 

 

  
 ب( الف( 

dR  نمایش به صورت  بلیتاق   ،سرعت رشد افراد بهبود یافته و    γ مشخص بودن مقدار)با فرض  برای یک پدیده دو موجی  SIRیک مدل نمونه -(4- 4شکل)

dt
=

F(R)      تخمین    الف(     تواند پویایی آن را دنبال کند(میدر حالت دو موجی    مارا داشته  و مدل (منحنی رشد تجمعی افراد مستعدS(t)  ،)  منحنی رشد تخمین

مبتلا)  افراد  یافته) تخمین  (،  I(t)روزانه  بهبود  افراد  اولیه  (  R(t)منحنی رشد تجمعی  های  داده  به  افراد  تخمین  ب(     .باتوجه  منفی  منحنی سرعت رشد 

−مستعد) 
dS

dt
منحنی سرعت رشد افراد بهبود یافته) تخمین  (،  

dR

dt
Re(t)منحنی رشد عدد تکثیر موثر  )    ،در حالت دوموجی(   ما)استفاده از مدل  ( = −

dS(t)

dR(t)
) 
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دهد که هر فرد آلوده،  عدد تکثیر مؤثر نشان می(  4-4در شکل )

را میبه نفر دیگر  در آغاز،    .تواند آلوده کندطور متوسط چند 

از    Re(t)مقدار   دهنده آغاز و گسترش  است که نشان  1بیش 

گذشت زمان و کاهش افراد مستعد، مقدار آن  ا  ب  .اپیدمی است

می روزهای    .یابدکاهش  حدود  در 6تا    5در  دوباره  افزایش   ،

Re(t)  زمان استشود که با شروع موج دوم بیماری هممی  دیده. 

رسد که بیانگر مهار و  می  1در نهایت، عدد تکثیر مؤثر به زیر  

 .کنترل اپیدمی است

مدل    محرکهنیروی  یک  افزودن   اگرچه  لاجستیکیبه  امکان  ، 

بیولوژی  شبیه با  و  نموده  اضافه  مدل  به  را  موجی  دو  سازی 

است سازگارتر  اما  اپیدمی  طرفی  ،  با  از  را  آن  تحلیلی  حل 

میپیچیدگی مواجه  برای  سازد.  هایی  پیشنهادات  از  یکی 

می آینده  مدل  تحقیقات  تحلیلی  حل  روی  بر  کار  تواند 

   پیشنهادی و یا پیدا کردن راه های میانبر برای حل آن است.

نیروی   دو  حاضر  پیشنهادی  مدل  را   محرکهدر  اولیه  ی 

f1f2لاجستیک فرض نمودیم یعنی؛   = P(1 − P)  ، در تحقیقات

های دیگری از این خانواده مانند گمپرتز یا  توان طرحآینده می

به  .  بررسی نمودرا  ریچاردز   از حالت دو موجی  گسترش مدل 

بعنوان زمینه ی تحقیقاتی مستقلی برای آینده    18موجی -چند

 .گرددپیشنهاد می
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مدل سازی امواج اپیدمی می تواند به مسئولین بهداشتی بسیار  

کمک کننده بوده و جان انسان ها را نجات دهد. اگر چه برای 

از  کلاسیک  های  مدل  موجی  تک  های  اپیدمی  سازی  مدل 

خانواده ی مدل های لاجستیکی )سیگموئیدی( وجود دارد، اما  

همچنان  موجی  چند  و  موجی  دو  های  اپیدمی  سازی    مدل 

موضوعی چالش برانگیز در اپیدمولوژی است. اپیدمولوژی امروزه 

اجتماعی و محیطی    –وقوع موج را مرتبط با رفتارهای فرهنگی  

می داند، که با تغییر یا کنترل این رفتارها زمان وقوع  و تعداد  

اساس این  بر  کند.  می  تغییر  سازگار  ،امواج  های  با    مدل 

نیروهای یا  نیرو  باید  از    اپیدمولوژی  نمایندگی  به  ای  محرکه 

اجتماعی و محیطی در خود داشته باشند.    –رفتارهای فرهنگی  

در این تحقیق یک مدل جدید سازگار با اپیدمولوژی برای شبیه  

سازی اپیدمی های دو موجی ارایه کردیم. نشان دادیم که مدل 

ارایه شده در عین سازگاری می تواند مدل های ارایه شده ی 

مدل  که  دادیم  نشان  همچنین  دهد.  پوشش  نیز  را  قبلی 

با تعداد داده  به مدل دولاجستیکی معمولی،    نسبت   پیشنهادی 

می تواند زمان موج دوم را پیشبینی نماید یعنی  های کمتری  

 دینامیک اپیدمی دو موجی را بهتر دنبال می کند. 
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